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Resumo

Na presente dissertacédo é estudado o fendmeno de auto-interagédo de particulas com o campo por elas
criado.

Comeca-se por introduzir a primeira tentativa de quantificacdo do efeito de auto-interagéo, que em
termos histéricos, aparece no estudo do eletromagnetismo a partir das equagbes de Maxwell. Faz-se
entdo a deducado da equagao de Larmor para particulas aceleradas com carga elétrica, cuja inclusao
nas equagdes do movimento da particula implica uma correcdo a equacao de Lorentz, obtendo-se a
expressao para a Forga de Abraham-Lorentz.

O estudo da forca de Abraham-Lorentz revela que esta apresenta varias patologias como o apareci-
mento de interagdes acausais e aceleragdes infinitas. Prossegue-se entao a analise dos efeitos de auto-
interacdo no eletromagnetismo de Maxwell utilizando o formalismo da relatividade restrita. Escrevem-se
as expressdes de uma forma covariante para o campo eletromagnético e, com os resultados encon-
trados, faz-se a deducao da Forga de Abraham-Lorentz-Dirac, a qual se reduz a equagéo obtida no
formalismo classico, apresentando as mesmas patologias e revelando, em ultima instancia, os limites
de aplicabilidade da fisica classica.

No terceiro capitulo introduzem-se as ferramentas matematicas necessérias ao estudo dos efeitos de
auto-interagcdo em espagos-tempo curvos.

Os novos conceitos sdo entéo utilizados para calcular a deformagéo do espago-tempo criada por
uma particula pontual com massa, revelando que esta diverge na posicao da particula. De modo
a fazer sentido dos resultados obtidos aplica-se um método de regularizagdo do campo, permitindo
assim, deduzir a equagdo do movimento para uma particula pontual com massa num espago-tempo
curvo.

Por fim, aplica-se o resultado obtido ao caso mais simples e estuda-se a existéncia de efeitos de auto-
interacdo em espago-tempo aproximadamente plano, revelando que neste caso, em primeira ordem de
teoria de perturbacoes, a particula segue uma geodésica.

O estudo da self-force em espacos-tempo curvos segue a Ref.[55].

Palavras-Chave: For¢ca de Abraham-Lorentz-Dirac; Reacdo de Radiagao; Auto-interacédo; Espagos-
tempo Curvos.



Abstract

In this thesis we study the effect of self-interactions of particles with their own field.

We start by introducing the first attempt to quantify the effect of self-forces which, historically, appears
in the study of electromagnetism. We deduce the Larmor equation for accelerated charged particles,
whose introduction in the equations of motion implies a correction to the Lorentz force, the Abraham-
Lorentz force.

The study of the Abraham-Lorentz force shows various problems like violation of causality or infinite
accelerations. We then continue with the study of the electromagnetic self-force within the special re-
lativity framework. We find the fully covariant expression for the electromagnetic field and, with this
results, we deduce the Abraham-Lorentz-Dirac force, which reduces to the equation found in the classi-
cal framework having the same problems as the previous one and showing, ultimately, the limitations of
classical physics.

In the third chapter we introduce the mathematical tools that shall be needed to study the effects of
self-force in curved space-times.

The new concepts are then used to compute the deformation in space-time created by a massive
point particle, finding that it diverges in the particle’s position. To make sense of this results we use a
method to regularize the field, which then allows us to find the equation of motion for a massive point
particle in curved space-time.

To finish, we use the equation found in the simplest case and study the self-force effects in flat space-
time, concluding that the particle’s world line is a geodesic in first order of perturbation theory.

The study of self-force in curved space-time closely follows Ref.[55].

Keywords: Abraham-Lorentz-Dirac Force; Radiation Reaction; Self-force; Curved Space-time.
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1 Introducao

No inicio do século XX apenas eram conhecidos dois tipos de interagdes: gravitacional e eletromagné-
tica. Somente a teoria do eletromagnetismo de Maxwell previa que a interagdo se propagava a uma
velocidade finita. Este facto implica que uma particula carregada, quando sujeita a uma forga exterior,
exerce sobre si mesma uma forga de reagdo que perturba o seu movimento. A esta correcdo da-se o
nome de efeito de auto-interacéo ou self-force.

A interacao gravitacional era na altura descrita pela teoria de Newton, a qual previa, dada a precisdo
possivel na época, com exatiddo o movimento dos corpos no sistema solar. Segundo a teoria de
Newton a interagédo entre corpos com massa era instantanea e portanto, ndo haveria o aparecimento
de uma forca de reagdo, num corpo em movimento acelerado, por interacdo com o seu proprio campo
retardado.

Em 1905, Albert Einstein desenvolve a teoria da relatividade restrita em que uma das consequéncias
€ o facto de que a velocidade da luz no vacuo ser a velocidade maxima a que se pode trocar informagao.
Percebeu-se entdo que a teoria de Newton ndo poderia estar correta. Na realidade, desenvolvimentos
tecnologicos permitiram testar a teoria de Newton com maior precisdo e verificou-se que esta nao
descrevia exatamente o movimento dos corpos do sistema solar, por exemplo, falhava em descrever
com exatidao a precesséao do periélio de Merclrio.

Em 1915, Einstein desenvolveu a sua teoria da gravitacdo, a Teoria da Relatividade Geral. O de-
senvolvimento desta teoria correspondeu a um gigantesco salto conceptual alterando o conceito de
gravitagdo: ndo como uma forga mas como uma manifestagao da curvatura do espago-tempo. A recém
criada teoria suplantou a teoria de Newton ao prever corretamente 0 movimento dos corpos no sistema
solar, explicar a evolugéo de sistemas binérios de pulsares, antever e explicar a estrutura de buracos
negros, a expansao do Universo, etc. A teoria da relatividade geral prevé ainda a existéncia de ondas
gravitacionais, isto é, perturbagbes da geometria do espaco-tempo que se propagam a uma velocidade
igual a velocidade da luz. Este fenomeno é uma das mais interessantes consequéncias da teoria de
Einstein. A sua dete¢ao permitiria estudar fendmenos e regides do Universo que de outra forma esta-
riam completamente inacessiveis, tais como, o interior de supernovas, formagéo de buracos negros ou
mesmo épocas mais remotas do universo. No entanto, devido a constante de Newton ter um valor tao
pequeno a sua detecdo direta tem sido extremamente dificil - a demonstracéo indireta da existéncia de
ondas gravitacionais foi obtida gragas as investigacdes de Hulse e Taylor, galardoados com o Prémio
Nobel da Fisica de 1993.

Os detetores de ondas gravitacionais atuais analisam sinais vindos de todo o universo estando igual-
mente sujeitos a ruido. De modo a fazer sentido dos sinais detetados o conhecimento do movimento
dos corpo no espago-tempo é de extrema importancia na procura das ondas gravitacionais dado que,
a amplitude destas ondas depende de quantidades caracteristicas do movimento, por exemplo a velo-
cidade angular no caso de dois corpos a orbitar um em torno do outro.

Assim, o interesse no estudo da self-force reapareceu de modo a verificar a sua influéncia no movi-
mento dos corpos no espago-tempo e consequéncias na emissao de ondas gravitacionais.



2 Reacao de Radiacao

Desde o século XVIII varias tentativas foram feitas de modo a descrever quantitativamente a forca
eletromagnética. Tal descricao era necessaria pois, a luz da teoria de Newton, a quantificacdo desta
forca permitiria descrever o movimento de particulas carregadas sujeitas a interagao eletromagnética.

Em 1784 Charles-Augustin de Coulomb, utilizando uma balanga de tor¢cdo, demonstra experimental-
mente que a forga elétrica entre dois corpos carregados obedece a uma lei do inverso do quadrado da
distancia entre os corpos. Alguns anos depois, em 1820, Hans Qrsted descobre que agulhas magné-
ticas sdo influenciadas por correntes elétricas alternadas e em 1826 André-Marie Ampere, a partir de
dados experimentais, relaciona o campo magnético numa espira com a corrente elétrica que a atra-
vessa. Porém, s6 em 1865 James Maxwell deduz teoricamente as leis macroscépicas que regem o
eletromagnetismo, revolucionando o mundo da fisica.

Em 1889 Oliver Heaviside, inventando a notagao vetorial, deduz, utilizando as equagées de Maxwell,
a forma correta da forga magnética que atua numa particula carregada que se move a uma dada
velocidade. Até que em 1892 Hendrik Lorentz deriva a forma moderna da forga eletromagnética que
uma particula carregada sentiria se colocada numa regiao do espago com um dado campo elétrico e
magnético.

A inclusdo da forga de Lorentz na equacao de Newton permite determinar como uma particula car-
regada reage na presenca de campos eletromagnéticos externos. Todavia, em 1897, Joseph Larmor
deduz, a partir das equagdes de Maxwell, que uma particula carregada radia energia quando acele-
rada. Tal efeito vai completamente contra a expressao da forga de Lorentz que indica que uma particula
sujeita a um campo eletromagnético acelera sem perda de energia. Em 1904, Max Abraham conclui
que a perda de energia de uma particula carregada acelerada pode ser vista como a interagéo da
particula com o seu proprio campo, deduzindo uma corregao a forga de Lorentz obtendo a expressao
para a forca de Abraham-Lorentz, a qual teve um profundo impacto na fisica da época e que, em Ultima
instancia, revelou as limitacdes da fisica classica em explicar fendmenos a escalas microscopicas.

2.1 Equacoes de Maxwell

No que se segue ir-se-a4 entdo deduzir a expressao da forga de Abraham-Lorentz numa tentativa
de introduzir o conceito de forca de reagdo como oposicdo a mudanca do estado de movimento.
Considerem-se as equacgdes de Maxwell:

i) V-E=2; i)V - B =0;

G — _9B. ) 2 3 4 4 0E.
iti) V x B = —%7; ) c*V x B =L+ 55

(2.1)

onde E representa o campo elétrico, B o campo magnético, j a densidade de corrente, p a densidade
de carga, c a velocidade da luz no vacuo e ¢y a permitividade elétrica do vacuo.

ComoV-B=0o0 campo magnético pode ser visto como o rotacional de um campo vetorial Aeda
relagio V x E = —9B /ot < V x (E + 81/&) = 0 conclui-se que existe um campo escalar ¢ tal que
a quantidade entre parénteses é o gradiente desse campo:

. 0A
E = —V¢ - 57 (22)
B=VxA. (2.3)

A é denominado o potencial vetor e ¢ o potencial escalar.



A representacdo dos potenciais nas Egs.(2.2) e (2.3) automaticamente satisfaz as equagdes de
Maxwell homogéneas i) e ii). Colocando a Eq.(2.2) em i) obtém-se

2 0 n_ P
Voo + &(V-A) - (2.4)

Substituindo as Egs.(2.2) e (2.3) em iv) tira-se:

- - 19 1 924
VX(VXA):MOJ*Cja(V@*Cﬁw- (2.5)
Utilizando a identidade vetorial: V x (V x A) = V(V - A) — V24, obtém-se
L1024 L1 0¢ -
2 - YA _ . i i IS 7
(v A- 525 ) v (v A+ 5 6t> 0], (2.6)

As Egs.(2.2) e (2.3) nao definem unicamente os campos B e E. Dado que B é definido pela Eq.(2.3)
em termos de 4, o potencial vetor pode ser definido a menos do gradiente de um escalar A:

A= A=A+ VA, (2.7)

de modo a que E se mantenha inalterado o potencial escalar tem que ser simultaneamente alterado:

A
e 28)

A liberdade de o potencial vetor estar definido a menos de um gradiente implica que se pode restringir
o potencial com uma outra condicdo, condicdo de gauge. Existe uma certa arbitrariedade na escolha
desta restrigédo e na realidade depende muito do problema imposto. A escolha Gtil no caso de tratamento
de campos dinamicos é designada Condigao de Gauge de Lorenz:

V-A+ == =0. (2.9)

Com a condigéo da Eq.(2.9) a Eq.(2.6) pode ser simplificada e, bem como a Eq.(2.4), pode ser escrita
na forma compacta

M2y = L. (2.10)
€o
%A = —puof; (2.11)
onde se introduziu o operador diferencial
1 9
2._ 2
0 = *g@ﬁ’V , (2.12)

chamado o operador de D’Alembert.

2.2 Funcoes de Green

De modo a encontrar as expressdes para os potenciais tém que ser resolvidas as Egs(2.10) e (2.11),
que tomam a forma geral
Ou (7, ) = v (7, 1), (2.13)



onde o potencial u (r, t) satisfaz as condigdes assimptoticas
u(r,t) -0 quando |7 |— +ooou |t|— +o0. (2.14)

Dado que a Eq.(2.13) € uma equacéo linear a sobreposicao de solu¢des também é solugdo. Pode-se
assim utilizar o método das funcdes de Green.

A fungdo de Green G(7,t;7',t') age como um potencial gerado por um impulso pontual localizado no
ponto ¥ = 7’ e aplicado no instante ¢ = ¢’ que satisfaz as condi¢des fronteira apropriadas. Esta obedece
entdo a equacao diferencial

2
[v2 - ;gﬂ] G(F, b7, 1) = =8(7 — )5 (t — 1), (2.15)

onde §(F —7') = d(x — 2')o(y —y')o(z — 2').
Qualquer fonte v (7, t) pode ser vista como a soma de impulsos pontuais

U(F,t)://6(F—F’)5(t—t’)v(F’,t’)dtdF’; (2.16)

da mesma forma um potencial u (7,t), gerado por uma fonte v (7, t), pode ser tido como a soma de
potenciais gerados por impulsos pontuais, assim, dada a definicdo da fungéo de Green G(7, ¢;7',t'):

w (7 t) = / / G, ) (7, ¢) dt'd” (2.17)

No espago livre, isto é, sem qualquer fronteira, a fungdo de Green, em termos espaciais, s6 pode
depender da diferenca 7 — 7/, isto é, da posigao relativa entre os dois eventos e, claro, ¢t — ¢'. Podem-se
entdo definir as variaveis =7 — 7' e zg =t — t’. Assim a Eq.(2.15) toma a forma

O*G(F, 20) = ~5(7)3(20). (2.18)

De modo a encontrar a solu¢éo da Eq.(2.18) toma-se a sua transformada de Fourier :

w2l ~ 1 +oo  ptoo ) o
{p2 + 2] G(p,w) = — / 0(F)d(20)e" 0 e dzdF, (2.19)
¢ (2m)*/ oo /o0
ou seja,
~ 1
2 2 = -
[" + K] G0 R) = =, (2.20)
onde k = w/c e se utilizou a convengao para as transformadas de Fourier
w9 = [ e @)= [ e 2.21)
U = —F ulxr)e X, U\xr) = —/— u e . .
2T —00 2 —oco
Da Eq.(2.20) tira-se entao
~ 1 1
Gpk)=——=-——. 2.22
(p, k) (27r)2 k2 — p2 ( )

De modo a obter a fungcdo de Green tem que se inverter a transformada de Fourier na Eq.(2.22), tal

que:
= 1 e —ipr e 1 —ickzg =
G(r,z0) = _W e e —p26 cdk dp. (2.23)

Comeca-se for fazer integragéo na coordenada temporal. Para tal tem que se utilizar o teorema dos



residuos considerando que k € uma variavel complexa e tomando a integragdo como um integral num
contorno fechado que contém os polos da integranda f (k) = e~*“**0 / (k* — p?) no seu interior.

f(k) tem os seus polos sobre o eixo real, em k, = p e k- = —p. Tem entédo que se ter cuidado na
escolha do contorno. Uma técnica usual é subtrair uma quantidade, ie, infinitesimal de modo a deslocar
os polos e apods a integragao tomar o limite quando € — 0:

f(k) = lim me—“’we—mv. (2.24)
De modo a ndo perder generalidade tem que se considerar que e pode ser positivo ou negativo.
Toma-se entdo o contorno |—R, R[U~;. Sobre a curva v, k = Re? portanto, dk = 0k/ORdR +
Ok /06 do = iRe?df. Assim e~ k20 dk = jRe!e=iclz0 cosORezosin gy
Se zy > 0, 11 tera que ser um semicirculo no semiplano inferior do plano complexo centrado na origem
para que quando R — +oo 0 integral ao longo de v, néo contribua, isto &, 6 € [, 0] e effczosing 0,
Tem-se entédo ¢ < 0.

e—ic kzo e~ €C%0 e—ickzo
lim lim ——————dk=1lim lim e % / ————dk
0 R0 Ji_p Ry, (K —i€)” — p? €70 Rodoo (~r.R] (k —i€)” — p?
n (2.25)
. : —eczg _ .
_ng)Rgrfooe { 2mi z:lRes(f,k‘m)},
onde se tomou Ind (]—R, R[U 1, k,,,) = —1 pois o contorno € tomado no sentido horario.
Resta entdo calcular os residuos de f em k. =p+iee k_ = —p + ie:
R (f . ) e—iczok' R (f L ) e—iczok
€S N = ST ) €s yh—) = o777
2(k—ie) |, 2(k—ie)|,
assim,
+oo e—ickzo e—icpzo eicpzo
lim ——————¢ ““dk = lim —2mi 0 (z0) e~ “F0e +
=0 )_ (k—ie)? —p? e—0 2p —2p
' (2.26)
_ 727T9 (20) sin (CPZO)’
p
onde 0 (zy) € a fungdo em degrau de Heaviside.
A fungéo de Green na Eq.(2.23) vem entao
+oo 51 e
G20) = 0(20) s [ TP gy 2.27)
(277) —00 p

Fazendo a mudanca de variaveis para coordenadas esféricas, tomando o polo norte na diregcdo de ¥
e integrando nas varidveis angulares:

“+o0 27 T .
G(F. 20) = 0 (20) —5 / / / S0 (P20) —iprrcost 2 gin pagdpdp —
(2m)" Jo o Jo D

—+oo ™
=0 (20) %Qﬂ'/ / psin B~ P75 sin (epzg) dfdp =
(2m) 0 0
oo | (2.28)
C ; T
=0 (z 7/ = sin (epzg) [ePreos 01" qp =
(20) @ lo ir (cpzo) [ lodp

¢ +oo
=0 (z0) (QT)zr /o 2sin (pr) sin (cpzo) dp.



De modo a avaliar o ultimo integral € Gtil ter em conta a seguinte igualdade trigonométrica: sin Asin B =
[cos (A — B) — cos (A + B)] /2. Assim,

—+oo
G(7,20) = 0 (20) ;Qr / 2sin (pr) sin (cpzo) dp =
0

(27)

—0(z0) 27:2r /O+oo cos [p (r — czp)] ;cos [p(r+ czo)]dp _ (2.29)
¢ [t cos[p(r—cz)] —cos[p(r+cz

0oy [ el el

onde no ultimo passo se utilizou o facto de que o cosseno ser uma fungao par.
Sabendo que cos(z) = Re (e*):

+oo
Gﬁm)Zﬂm)cr&{/ etPlr=ezo) _ gip(rtezo) gy, | (2.30)
— 00

Cada integral é reconhecido como uma funcéo delta de Dirac multiplicada por uma fator 2. Utilizando
a expressdo para z, obtém-se:

c

Gt )y =0(t—t) [6(r—c(t—1t))=d(r+c(t—1t"))]. (2.31)

mr
Como a fungao em degrau de Heaviside na Eq.(2.31) garante que ¢t — ¢’ € sempre positivo e r € uma
quantidade positiva, a segunda funcao delta de Dirac é sempre nula; desta forma tira-se:
&

G(F t:7 ) = o
(Pt 7t =01(t t)47rr

Sr—c(t—1)]. (2.32)
Esta é chamada fungao de Green Retardada ou Causal pois o tempo ¢’ da fonte antecede sempre o
tempo ¢ do ponto de campo.
No caso de se ter tomado zy < 0 o contorno escolhido teria que ser diferente. Teria que se tomar
o semicirculo na metade superior do plano complexo e portanto, ¢ > 0. Os calculos nesse caso sao
idénticos e obtinha-se a chamada Funcao de Green Avancada
C

T N o
G(r, ;7' t)=0(t t)4ﬂ'|’

Slr+ct—1)]. (2.33)

A fungao de Green total é entdo dada por

= o (o nafe ( )) o e ()]} -

= GR(’Fata Fl) tl) + GA(Fata Fl) tl)7

(2.34)

onde G representa a fungdo de Green Retardada e G4 a funcdo de Green Avancada e se utilizou a
propriedade da funcéo delta 6 (ax) = 6 (z) / |al.

Faca-se agora a interpretagdo do argumento das fungées delta de Dirac na Eq.(2.34).

Seja @i (¢') uma fungado vetorial que indica a posigao da fonte em cada instante ¢ e ¥ o ponto de
campo onde se vai medir o potencial. Dado que a informacdo eletromagnética, fotdes, se propaga
a uma velocidade finita, ¢, os fotdes emitidos pela fonte num dado instante ¢z, denominado tempo
retardado, chegam ao ponto de campo 7 num instante ¢ > ¢g.

Seja i (tr) a posigao retardada da fonte no tempo retardado tr. Pode-se indicar ¥ como o vetor
definido desde a posicao retardada e o ponto do campo



Posicéo Retardada

Posigéo Atual

Figura 2.1: Representagao da relagdo causal entre a emissdo do campo eletromagnético e a sua me-
dicao.

F= 7 — 10 (tg). (2.35)

O tempo retardado vem entdo dado pela relagao

tr=1— -, (2.36)
&
onde r =| ¥ — @ (tg) |.

E importante notar que apenas um ponto na trajetéria da particula interage com o ponto na po-
sicdo 7 num instante ¢, isto pode-se demonstrar facilmente considerando que existiam dois pontos,
com tempos retardados ¢; e t; tais que r; = c(t —t1) e ro = ¢(t — t2). Tomando a diferenga tira-se
ri—ro = c(t2 — t1), portanto, a velocidade da particula na diregao de rteria de ser ¢ 0 que obviamente
€ impossivel.

O mesmo pensamento pode ser feito no caso de a informacgéo ser enviada de um evento no futuro,
isto €, num tempo avangado ¢4 =t + r/c e seja medida num instante ¢ < ¢ 4.

Assim a funcao de Green Gy prevé a resposta a um acontecimento vindo do passado. Por outro lado
a funcao de Green G4 prevé a resposta a um acontecimento vindo do futuro, isto é, que ainda esta para
acontecer. No entanto, tal comportamento é uma direta violagdo do principio da causalidade em que a
causa tem que anteceder o efeito.

De modo a que a solucao da Eq.(2.34) implemente a restricdo imposta pelo principio da Causalidade
é natural impor condigbes iniciais de Cauchy: G(7,t;7',t') = 0 e O0G(7,t;7't') /0t = O parat < ', ou
seja,

G(r ;7 ') = Gr(7 ;7 t') = ﬁa [t/ —tg]. (2.37)

Portanto, no caso dindmico nao € o estado da fonte no instante ¢ em que o campo € medido que se
tem que ter em conta pois os fotdes propagam-se a uma velocidade finita. Isso significa que é o estado
da fonte num dado instante no passado, ¢z, que vai influenciar o campo no instante medido.

2.3 Potenciais e Campos Retardados

As solugdes das Egs.(2.10) e (2.11) podem agora ser encontradas utilizando a Eq.(2.37):

b= o+ — / o VG 17, 1) A dF,
-0 (2.38)

A=Ay + o /j(F’,t’)G(F, 7 ) '



onde ¢, e A, representam as solucdes do sistema homogéneo, isto &, solucdes das Egs.(2.10) e (2.11)
sem termos de fontes. Tais solugbes correspondem a ondas vindas do exterior do sistema. Neste
caso apenas se esta interessado em solugbes geradas pelo préprio sistema portanto, estes termos
sao tomados zero. Numa fase posterior, estes termos podem sempre ser adicionados diretamente a
solucdo encontrada.

Assim,
1 7t
¢ = / AT tR) (2.39)
4dreg r
2=
I - M / I tR) g (2.40)
47 r

onde p (7', tr) é a densidade de carga que prevalece no ponto 7/ no tempo retardado ¢z.

Como os potenciais dependem de um instante no passado, retardado, estes sdo chamados Potenci-
ais Retardados.

Dado que se ignorou a solugdo avancgada, no calculo da funcdo de Green, a partir de agora existe
uma assimetria temporal que nao existia nas equacoes de Maxwell. O operador de D’Alembert é de
segunda ordem no tempo portanto, ndo distingue passado de futuro. Desta forma é refletida a ideia de
que os fotdes se propagam para o futuro e nédo vice-versa.

O objetivo agora é integrar as expressoes para os potenciais.

Tenha-se em conta a Eq.(2.39) para o potencial escalar. O denominador pode ser passado para
fora na integragdo mas a dependéncia funcional é alterada, isto é, na integragdo r= | — 7/| mas ap6s
a integragéo r=|r — w (tg)|. Resta integrar /p(F’,tR)dF’. No entanto, esta quantidade nao é igual
a carga da particula. De modo a fazer a integragdo tem que se tomar toda a distribuicdo num dado
instante de tempo mas dado o tempo retardado é necessario avaliar p (7', tz) em tempos diferentes para
diferentes partes da configuragédo. Se a fonte se esta a mover obtém-se entdo uma imagem distorcida
da carga total. Seria de esperar no entanto, que este problema nao tivesse que ser considerado no
caso de cargas pontuais mas na realidade nao é assim.

Na formulacdo de Maxwell da eletrodindmica em termos de densidades de cargas e correntes, uma
carga pontual tem de ser tida como o limite de uma carga com um dado volume quando este tende para
zero.

Tenha-se entdo em conta a seguinte experiéncia de pensamento. Considere-se um comboio que se
move na direcdo de um observador. O comboio em movimento mede uma distancia L. O observador,
ao olhar para o comboio que se aproxima, vai receber os fotdes vindos da frente (motor) e da parte de
tras (cabine) do comboio simultaneamente e assim mede o comboio. No entanto, os fotdes que partem
da cabine, de modo a chegarem em simultaneo com os fotdes que partem do motor tém que partir
antes. Isto €&, os fotdes da cabine tém que percorrer uma distancia maior, L', que os fotdes emitidos do
motor, tal que: L' = L + vt; onde t representa o tempo que os fotbes que partiram da cabine demoram
a percorrer a distancia L’. Assim

7 -1
L’:L+v—®L’:L[1—E} . (2.41)
C C

O comprimento medido pelo observador relaciona-se com a distancia do comboio em movimento
pela Eq.(2.41) .

10 que foi feito em nada esta relacionado com a Teoria da Relatividade Restrita ou com a contragdo de Lorentz. O comprimento
do comboio, L, é o comprimento do comboio em movimento e em nada se considera o comprimento do mesmo em repouso. O
argumento utilizado relembra de alguma forma o Efeito de Doppler.



No caso do comboio se estar a afastar o sinal da velocidade sera alterado. Em geral, se a diregcao da
velocidade fizer um angulo 6 com a linha de visdo a Eq.(2.41) é reescrita:

-1
v Cosﬂ . (2.42)

L’—L[l
c

Nas dire¢des perpendiculares ao movimento ndo existe qualquer distorgéo pois ndo existe movimento
nessa direcao.

Tendo este argumento geométrico e voltando ao problema, pode-se fazer a analogia para um qual-
quer corpo. Tem-se entdo que o volume aparente de um corpo que se desloca com velocidade v que
faz um certo angulo com o vetor ¥, que liga o corpo e o observador, esta relacionado com o volume
atual do corpo por

V’:V[1—?-,§}71, (2.43)

onde 3 = 7/c.

Portanto, sempre que que se tem um integral da forma da Eq.(2.39), em que a integranda é avaliada
num tempo retardado, o volume efetivo € modificado pelo fator na Eq.(2.43). Como esta corregédo nao
depende do tamanho da particula esta é tao relevante para particulas pontuais como para particulas
com uma dada extensao espacial. Desta forma:

¢m04§0:;@7

onde @, em j, é a velocidade da carga no tempo retardado e ¥ é o vetor que liga a posicéao retardada
e o0 ponto de campo 7. Dado que a densidade de corrente é dada por pv, tem-se, pelos mesmos
argumentos,

(2.44)

Arn=220T  = D). (2.45)
Am (r _7. B) c
Os potenciais nas Egs.(2.44) e (2.45) sao designados os Potenciais de Liénard-Wiechert, em memoria
ao fisico francés Alfred-Marie Liénard e ao fisico alemao Emil Wiechert que deduziram independente-
mente as expressdes para os potenciais retardados, em 1898 e 1900, respetivamente.

Encontradas expressodes para os potenciais é entdo possivel determinar o campo elétrico e magné-
tico de uma carga pontual com um movimento arbitrario a partir das Egs.(2.2) e (2.3). No entanto, a
diferenciagdo nao é direta pois as derivadas presentes nestas equacgdes sao relativas a quantidades
medidas no ponto de campo enquanto as expressdes para 0s potenciais dependem explicitamente de
quantidades medidas no ponto retardado da particula. Tém entdo que se relacionar a variacdo do ponto
de campo com a variagao da posi¢ao e tempo retardado da particula e entao diferenciar as expressoes
encontradas para os potenciais de Liénard-Wiechert.

Tal calculo é bastante longo sendo deixado para anexo.

As expressdes encontradas para os campos retardados sdo entao

E(7t) = %ﬁ (¢ = v?) i +7 x (i x @), (2.46)
para o campo elétrico e
Px E(7t), (2.47)



para o campo magnético, onde se introduziu o vetor

a

ot — 7. (2.48)

Da Eq.(2.47) conclui-se entdo que campo magnético criado por uma carga pontual &€ sempre perpen-
dicular ao campo elétrico e ao vetor que liga o ponto retardado ao ponto de campo.

De notar que na Eq.(2.46) se a velocidade da particula e a sua aceleracao forem zero recupera-se a
lei de Coulomb para o caso eletrostatico. O termo que nao depende da aceleragéo é designado Campo
de Velocidade o segundo termo, esse sim que envolve a aceleragao da particula, decai com a primeira
potencia de r e € dominante a grandes distancias, sendo designado Campo Radiativo ou de Aceleragao.
A mesma terminologia é utilizada no caso do campo magnético.

2.4 Poténcia Radiada por uma Carga Pontual

ApoOs o calculo dos potenciais de Liénard-Wiechert e dos respetivos campos que estes geram faz-se o
estudo da emissao de ondas eletromagnéticas por particulas em movimento acelerado.

No véacuo, as ondas eletromagnéticas emitidas por uma dada fonte propagam-se indefinidamente
transportando energia. Entende-se como radiagdo o fluxo de energia que € emitido pela fonte e se
propaga na forma de ondas eletromagnéticas até ao infinito.

Tomando a fonte no centro de uma superficie esférica de raio r, a poténcia, energia por unidade de
tempo, que atravessa esta superficie sera entdo a poténcia total emitida pela fonte. Esta é dada pelo
fluxo do vetor de Poynting:

1

p(r):ygg-ﬁdA:— (£ x B) -nda (2.49)
Ho

Tendo entdo as expressoes para 0s campos, Egs.(2.46) e (2.47), tira-se da Eq.(2.49):

I N L I U IR B NS
S——(EXB)—@[Ex(erﬂ—@[Er (r E)E} (2.50)
No entanto, nem todo fluxo de energia emitido pela fonte constitui radiagao, no sentido dado ante-
riormente. Alguma dessa energia, obviamente, corresponde a energia transportada pela particula a
medida que se move.
A poténcia radiada sera entao o caso quando se considera r — +oo:

Pa= TEI_POO P(r), (2.51)
ou seja, considerando uma esfera de raio r centrada na posicao da particula no instante tr, a area
da esfera é dada por 47r2. Como a Lei de Coulomb para campos eletrostaticos diminui com 1/r2 e
o0 mesmo comportamento tem a Lei de Biot-Savart para campos magnetostaticos, o vetor de Poynting
decresce com 1/r* para configuragdes estaticas. Portanto, fontes estaticas ndo radiam. Assim, no
estudo da radiacao, nao se tém que considerar termos que decrescem mais rapidamente que a area
pela qual a energia se distribui. Portanto, apenas os Campos de Radiagdo das EqQs.(2.46) e (2.47)
representam radiacdo, no sentido anteriormente definido®.

Desta forma,

= q r = S o
ad = ) 2.52
Erod Tneo (77 ﬁ)g [Fx (4 x a@)] (2.52)

2Para que fique claro, os Campos de Velocidade transportam energia mas essa energia é como que transportada pela particula
no seu movimento.

10



Da Eq.(2.52) tira-se que E,.q € perpendicular a # portanto, o segundo termo da Eq.(2.50) anula-se.
Tem-se entédo

= 1
Spad = —E% 4. (2.53)
HoC

Pode-se considerar que no instante ¢ a particula esta em repouso?, portanto, i = cf. Desta forma

Braa = g P (¢ x @) = L [(F-a) P —a). (2.54)
Por conseguinte,
= 1 o/poa\27 5 o o], Hogia® (sin?6
Srad = e (R) {a (f-a) } F=Tee (=2 ) © (2.55)

onde # é o angulo entre 7 e a.

Uma concluséo pode ser tirada imediatamente da Eq.(2.55): ndo é radiada energia na direcao da
aceleracao.

A poténcia total radiada é dada entéo por

2 2 27 T 2
Prog = §’§ G - A = HOLC / / (W) 2 sin 0dfdp. (2.56)
0 0

16m2c
Fazendo a integragéo da Eq.(2.56) obtém-se

pog*a®

Pra =
d 6me

(2.57)
A Eq.(2.57) indica a poténcia total radiada por uma carga acelerada e é vulgarmente designada por
Formula de Larmor.

2.5 Forca de Abraham-Lorentz

Segundo as leis da eletrodinamica classica deduziu-se que uma particula carregada acelerada radia
energia. A energia radiada acontece com uma diminuicao da energia cinética da particula. Assim, sob
a acao de uma dada forca exterior, uma particula carregada acelera menos que uma particula neutra
com a mesma massa.

A questao que se levanta é entdo como incluir os efeitos radiativos nas equagdes do movimento de
uma particula carregada.

Se for ignorada a emisséo de radiagdo, uma particula de carga ¢ e massa m atuada por uma forga
exterior, F.,;, move-se de acordo com a 22 Lei de Newton:

—

mv = Fioy. (2.58)

Dado que a particula é acelerada esta vai emitir radiagcdo de acordo com a férmula de Larmor. De
modo a considerar a perda de energia e 0 seu efeito no movimento da particula tem que se modificar a
Eqg.(2.58) adicionando uma forca de reagao radiativa, Frod:

mv = Fop + Fraa. (2.59)

Apesar de F'..q nd0 estar determinada esta deve de obedecer a certas condigcdes. Fqq tem que:

1. se anular quando a aceleracao da particula for zero, dado que nao existe emissao de radiacao;

SEsta suposigao tera mais sentido no tratamento relativista da radiaco emitida por uma carga em movimento dado que v = 0
apenas representa uma escolha de referencial.
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2. ser tal que o trabalho que esta realize sobre a particula é igual a energia perdida pela mesma
sobre a forma de radiacéo;

O ponto 2 vem diretamente da definicdo da dindmica pelo formalismo de Newton, em que a lei da
conservagao de energia indica que a variagao da energia cinética da particula é igual ao somatério do
trabalho feito por cada forca que atua na particula. Portanto, pode-se determinar a expressao para Frad
exigindo que o trabalho realizado por esta forca na particula, num intervalo At = ¢, — t1, tal que nos
instantes ¢; e t, 0 sistema se encontre no mesmo estado, seja igual a perda de energia da particula por
radiagao.

O facto de se ter que considerar um intervalo de tempo tal que a particula retorne ao estado inicial
prende-se com o facto de apesar dos campos de velocidade ndo contribuirem para a energia radiada
estes transportam energia. A medida que a particula acelera e desacelera esta troca energia com os
campos de velocidade e ao mesmo tempo perde irremediavelmente energia através dos campos de
radiacdo. Ao se considerar um intervalo de tempo em que a particula retorna ao estado inicial a energia
nos campos de velocidade € a mesma e a energia total perdida pela particula é apenas a energia
radiada.

Utilizando a férmula de Larmor:

2o 2 puog? - -
/ Fmd~17dt:—/ v Udt. (2.60)
t ¢y, 6me
Integrando por partes

2 pod® [ - f10q :
Frgq-vdt = "2 [ §-5dt — "2 (7-7) (2.61)

t 6me Jy, 6mc .

1

Dado que nos instantes ¢; e t; 0 sistema se encontra no mesmo estado, o segundo termo do lado
direito da expressao acima é zero. Desta forma:

12 2,
/ (Fmd _ Hog a) - odt = 0. (2.62)
t 67c
Dado que a velocidade da particula é arbitraria é pertinente considerar
= Moq2 :
Frog = a. (2.63)
6mc

A forca na Eq.(2.63) é designada Forca de Abraham-Lorentz e representa a primeira forma de quan-
tificacéo na fisica de interagdes da fonte com o seu prdprio campo.

2.6 Conclusoes

A derivacao feita anteriormente esta longe de poder ser considerada rigorosa ou fundamental. Serve
no entanto, como uma tentativa de introduzir o conceito de “auto for¢a” ou auto interagao.
A Eq.(2.63) pode ser introduzida na Eq.(2.59) e obtém-se

—

Fope =m (V- mov) (2.64)

com )
= Hod” (2.65)

6mme
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A Eq.(2.64) pode ser considerada como uma equagao que inclui de uma forma aproximada a influén-
cia média no tempo dos efeitos de reagao da emissao de radiacdo. Note-se que a equacao passa a ser
de segunda ordem no tempo e portanto, estd de alguma forma contra os requerimentos de uma equa-
¢ao do movimento dado que para além da posi¢ao e velocidade inicial &€ necessario indicar a aceleragao
inicial da particula.

Utilizando o método das transformadas de Fourier é possivel encontrar a solucdo mais geral da
Eq.(2.64) para uma dada forca exterior:

t .
@(t)=em [61 — i/ e 0 Fop (V) dt'| (2.66)

onde C; é um vetor constante arbitrario e se assume que a forga exterior tende para zero num dado
instante finito do passado de modo a que o integral esteja bem definido.

Analise-se a Eq.(2.66) no caso relativamente simples de uma forga exterior que é aplicada abrupta-
mente no instante ¢ = 0 e mantém-se constante a partir dai: F.,; (t) = f6 (t). Neste caso

—

c — % (1 - e—%) 0 (t)] . (2.67)

Verifica-se entdo que para uma escolha arbitraria de Cy, @ (t) e7o para t > 7. Este resultado
revela que qualquer que seja a magnitude da forga exterior aplicada a aceleragao da particula tende
sempre para infinito. O problema relatado é uma clara violagdo do principio de conservacao de energia
e momento linear, sendo conhecido como o problema das aceleragdes infinitas. Observa-se porém,
que este comportamento n&o fisico pode ser evitado se se tomar C; = f/m. Desta forma a Eq.(2.67) é
reescrita como:

—

i) =L [e(—t) e +0(1)). (2.68)

Apesar deste resultado revelar que a aceleracao da particula ndo diverge para t > 0, faz aparecer

um novo problema tdo grave quanto o anterior. A Eq.(2.68) indica que a particula tem de alguma forma

ser presciente, isto é, a particula como que soubesse que a forga exterior vai ser aplicada, num instante

~ 7o antes da sua aplicagdo comeca a acelerar. Tal comportamento é uma clara violagao do principio
da causalidade, sendo conhecido como o problema das pré-aceleragdes.

Mostrou-se entédo que a inclusao dos efeitos de auto-interagao de origem eletromagnética na equacao
do movimento de uma particula carregada leva ao aparecimento de graves problemas na fisica classica,
tornando duvidosa a validade da forca de Abraham-Lorentz. Faz entdo sentido generalizar os resultados
obtidos utilizando o formalismo relativista e verificar se os problemas encontrados persistem.
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3 Forca de Abraham-Lorentz-Dirac

Em termos histéricos a forca de Abraham-Lorentz representa a primeira forma de quantificacdo dos
efeitos do campo criado por uma fonte nela prépria. Como visto no capitulo anterior, a expressao
encontrada levanta graves problemas a fisica classica; a inclusao da forga de Abraham-Lorentz na
equacao de Newton revela comportamentos acausais, com particulas a acelerar antes da aplicagao
da perturbacdo ou mesmo aceleracdes a tender para infinito independentemente da magnitude da
perturbagéo inicial.

De modo a resolver estes problemas o caminho natural € generalizar o formalismo clédssico e con-
tinuar o estudo da self-force a luz da teoria da relatividade restrita, introduzida por Albert Einstein em
1905, um ano depois da primeira deducao da expressao da self-force.

Tal generalizacao foi feita pela primeira vez por Paul Dirac em 1938. O tratamento feito leva no en-
tanto, ao aparecimento de quantidades infinitas na posicao da particula. Foi entdo necessario fazer
sentido dos infinitos que aparecem na dedugdo considerando que estes sdo uma contribuigcdo para a
massa da particula, cuja massa mensuravel, efetiva, corresponderia entdo a uma massa intrinseca a
particula somada a contribuicdo vinda da interagdo com o seu préprio campo eletromagnético - consi-
derando apenas a interacao eletromagnética.

A deducéo de Dirac generaliza a expressao para a forca de Abraham-Lorentz tornando-a valida para
particulas cuja velocidade é proxima da velocidade da luz, obtendo-se assim a Forgca de Abraham-
Lorentz-Dirac.

Neste capitulo faz-se entao a deducgao da expressao relativista da self-force eletromagnética de uma
forma proxima do que foi feito inicialmente por Dirac [28].

3.1 Notacao Tensorial

Em 1905 Albert Einstein introduziu a Teoria da Relatividade Restrita. Uma reformulagdo da Fisica
Classica baseada em dois postulados:

1. Principio da Invariancia da Velocidade da Luz: A velocidade da luz no vacuo é a mesma em
qualquer referencial de inércia.

2. Principio da Relatividade: Todos os referenciais de inércia sao equivalentes.

Do segundo postulado tira-se que as leis da fisica tém que tomar a mesma forma em qualquer refe-
rencial de inércia. A forma como as grandezas fisicas medidas em diferentes referenciais inerciais se
relacionam é dada por um conjunto de transformagées designadas transformacgdes de Lorentz.

De modo implementar o novo formalismo comega-se por definir o quadrivetor posi¢éo = = (ct, z,y, 2)
(ct, ¥) que representa as coordenadas de um acontecimento no espago-tempo.

Dados dois referenciais O e O’, as componentes das coordenadas no referencial O’ devem de estar
relacionadas com as componentes no referencial O pela relagao:

't = alz”. (3.1)

As transformag6es de Lorentz baseiam-se na invariancia do intervalo, isto €, dados dois aconteci-
mentos no espaco-tempo, apesar destes terem coordenadas diferentes em referenciais diferentes, o
intervalo que 0s separa no espago-tempo é invariante para o referencial considerado:

ds® = nuydatda” = ny,abada’®da’’ = nepda’®da’”, (3.2)
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onde n,, = diag(—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski. A Eq.(3.2) restringe os coeficientes a!' e as
transformacdes de Lorentz podem ser explicitamente encontradas [61].
Pode-se introduzir o quadrivetor velocidade definido como:

_dx*

"
ot =
dr’

(3.3)

onde 7 representa o tempo préprio da particula, isto é, o tempo medido por um observador que se
encontra em co-movimento com a particula.

Tendo em conta a invariancia do intervalo e a métrica de Minkowski encontra-se a expressao para o
fator de Lorentz )

Y= —— (3.4)
V1-p%

onde 8 = v/c; que permite relacionar quantidades medidas em diferentes referenciais. Por exemplo,
um intervalo de tempo medido por um observador em co-movimento com a particula relaciona-se com
o intervalo de tempo medido por um referencial que se move a uma dada velocidade em relagéo a
particula como: dt = ~dr. Desta forma a Eq.(3.3) pode ser escrita na forma:

dx* .
ot = ’Yﬁ =7(c, 7). (3.5)

Pode-se também introduzir o quadrivetor momento, p*, dado por:

Pt = mot. (3.6)

Para além da generalizacdo da mecanica classica é também possivel reescrever as equacoes do ele-
tromagnetismo no formalismo tensorial de modo a obter uma teoria que seja explicitamente invariante
para mudanga de referencial de inércia.

Os potencias Ae¢ podem ser vistos como as componentes de um quadrivetor para transformacoes
de Lorentz:

At = (d’,A’) . (3.7)

C
Neste formalismo a Condicao de Gauge de Lorenz, Eq.(2.9), pode ser escrita como
0, A" = 0. (3.8)
Outro quadrivetor importante é a corrente

-

JH = (Cp,j) (3.9)

Escrevendo o operador de D’Alembert neste formalismo como: [0? = 9,0*, as Egs.(2.10) e (2.11)
podem ser reescritas na forma compacta:

[PAH = — g J*. (3.10)

Também os campos elétrico e magnético, E e B, podem ser vistos como as componentes de um
tensor-2, designado Tensor de Maxwell cujas componentes sao dadas por:

F,, =0,A,-0,A,. (3.11)
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Assim, as equagdes de Maxwell ndo homogéneas ii) e iv) na Eq.(2.1) tomam a forma
O FM = —poJ”, (8.12)

ao passo que as equagdes de Maxwell homogéneas i) e iii) sdo uma consequéncia direta do tensor
de Maxwell ser anti-simétrico e podem ser escritas como:

aO'FMl/ + 8}LFII0’ + 61/F0;L =0. (313)

Tendo em conta as expressodes classicas, as equagdes do movimento podem também ser escritas de

forma explicitamente covariante:
"
dr
As Egs.(3.12) e (3.14) podem ser combinadas tal que

=eF"y,. (3.14)

1 1
i = Fund” = = FugOuF"” = == 0 (Fyo %) = F**0, Fyo). (3.15)

Utilizando a anti-simetria do tensor de Maxwell pode-se escrever
1
Fro,F,e = §F*“’ (OuFyo + 05Fuy) - (3.16)
Tendo em conta a Eq.(3.13) a Eq.(3.16) pode ser escrita como
1 1
Fro,F,e = _§F“”8VFM = Zay (FMF,p) . (3.17)

Por conseguinte, a Eq.(3.15) pode ser escrita como:

fu= " [8“ (FLo FH9) — i&u (F‘“’FW)] . (3.18)

Definindo o Tensor de Energia-momento Eletromagnético

1
T = i [F“"Fw - (F”"Fp,,)} , (3.19)

a Eq.(3.18) pode ser escrita de forma compacta
fr=-0,T". (3.20)

A Eq.(3.20) representa na sua forma mais fundamental as leis de conservagdo de energia e mo-
mento linear dado que o formalismo tensorial garante que a equacgao é independente do sistema de
coordenadas considerado.

Introduzido o formalismo da relatividade restrita é possivel prosseguir de modo a generalizar os re-
sultados obtidos no capitulo anterior para espagos-tempo planos.

3.2 Quadripotencial Retardado

De modo a resolver a Eq.(3.10) é util utilizar, como anteriormente, o método das fungdes de Green.
O tratamento usual seria resolver a equacao das ondas para um potencial gerado por um um impulso
pontual e encontrar a expressao para o propagador. Por outro lado, se for possivel escrever a Eq.(2.34)
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de uma forma explicitamente covariante o propagador encontrado na secgao 2.2 sera ainda valido em
espaco-tempo plano.

Tendo em conta a seguinte propriedade da fung¢éo delta de Dirac

(@) (3.21)

onde z; representam os zeros da fungdo f. Tem-se entdo

s {(az _x/)j > {_ (a° _m/o)2+ ERz |2} =6[(a° =2 =) (2° — 2 +71)]

1 (3.22)
=5 [6(z" =2 —r) + 6 (2 =2 +71)].

Como a funcdo em degrau de Heaviside seleciona uma outra funcdo delta, os propagadores na

Eq.(2.34) sdo dados simplesmente por:

Gr(z—12') = %9 (2° —2"%) 6 [(x — x’)g] , (3.23)

Ga(z—2) = %0 (z° —2%) 6 [(:17 - x')Q} . (3.24)

A funcdo em degrau de Heaviside apesar de aparentemente nao invariante é na realidade invari-
ante para transformacdes de Lorentz quando constrangida pela funcao delta de Dirac. A funcdo de
Green toma entdo uma forma explicitamente invariante para transformacées de Lorentz e representa o
propagador para a fungao (3.10).

Pode-se entdo prosseguir procurando expressoes explicitas para os Potenciais de Liénard-Wiechert,
que podem ser escritos formalmente como:

Al (x) = ,uo/ JH (2" GR (x — o) d*a, (3.25)
Al () = ,uo/ JH (2" Ga (v — o) d*a, (3.26)

onde, como anteriormente, se ignoraram as solugdes do sistema homogéneo por corresponderem a
ondas vindas do exterior.
Tenha-se agora em conta a definicdo de densidade carga:

q:/vp(f,t) . (3.27)

Dada a propriedade da fung¢éo delta de Dirac

+oo
/ d(x—r(t)de =1, (3.28)

no caso de uma particula pontual a Eq.(3.27) pode ser reescrita como:

é/vp(a?,t)dga::/Vé(a?—F(t))d%. (3.29)

A Eq.(3.29) permite encontrar uma expressao para a densidade de carga de uma particula pontual
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com vetor posicao 7 (t) num dado referencial de inércia:
p(T,t) = qd (T —7(1)). (3.30)

O mesmo raciocinio pode ser feito no caso da densidade de corrente de uma particula pontual que
se move com velocidade ¥ (t) num dado referencial de inércia, tal que:

J(&, 1) =qU (1) (F —7(t)). (3.31)

Considerando uma particula pontual com carga ¢ que se move no espago-tempo plano segundo uma
trajetéria descrita por uma fungdo z“ (1) - que indica as coordenadas da particula como fungéo do
tempo proéprio 7 - e com quadrivetor velocidade v, pretende-se escrever as Egs.(3.30) e (3.31) de uma
forma covariante. Isto pode ser feito utilizando o quadrivetor corrente na forma:

JH(z) = qc/ " (1) 6 (x — 2)dr, (3.32)

onde a integracdo é tomada ao longo de toda a trajetéria da particula. O fator ¢ apesar de aparente-
mente estranho quando comparado com as Egs.(3.30) e (3.31) deve-se a propriedade da fungéo delta
de Dirac: ¢ (ax) = 4§ (x) / |al.

Inserindo a Eq.(3.32) na Eq.(3.25) e utilizando a fungéo delta para integrar em d*z’ obtém-se a ex-
pressao para o quadripotencial retardado:

2

Al (z) = cako /v“ (1)0 (z° — 2°(7)) 6 [(x - z(7’))2} dr. (3.33)

O integral ao longo do tempo préprio da particula apenas contribui no tempo retardado 7r. Este
pode ser encontrado utilizando a condigdo de cone de luz , ou seja, que o intervalo entre os dois
acontecimentos no espago tempo seja zero:

o(x,7R) = % [z —z(mr)]" =0, (3.34)

onde o fator 1/2 foi colocado para conveniéncia futura; e a imposigao traduzida pela fungdo em degrau
de Heaviside: z° > 20(7R).

O integral da Eq.(3.33) pode ser calculado alterando a variavel de integragdo. Considerando o resul-
tado

d L
P (x,7r) = — [z — 2 (7)] , 0" (7), (3.35)
encontra-se facilmente
" q s
Al (z) (3.36)

~ dmege —v¥ [z — 2 ()]

VIT=TR

A Eq.(3.36) é a expressao invariante de Lorentz dos Potenciais de Liénard-Wiechert. Este resultado
pode ser colocado numa forma nédo covariante de modo a se recuperarem as expressdes encontradas
anteriormente. A condigéo (3.34) implica z° — 2° (1) = |# — Z(7)| = r. Assim:

v o= ()], =00 1 = 20 (7)] = [ = ()]

(e}

:Wcr—yﬁ-Fzyc(r_g.F> (3.37)

Substituindo este resultado na Eq.(3.36) obtém-se as expressdes nao covariantes para o potencial
escalar e para o potencial vetor. De notar que o fator geométrico sugerido na integragao dos potenciais
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retardados, no capitulo anterior, aparece naturalmente.

3.3 Mapeamento do Cone de Luz

As expressdes deduzidas até aqui estdo escritas de acordo com o Sistema Internacional de unidades de
modo a facilmente se fazer a analogia com o caso classico, deduzido no capitulo anterior. O propésito foi
cumprido. A partir de agora todo o texto sera escrito utilizando o Sistema de Unidades Geometrizadas,
emquec=G=1e uy =4r. As expressdes anteriores podem entado ser transformadas simplesmente
fazendo aplicacao direta destas igualdades.

Encontradas as expressées para o quadripotencial podem-se calcular as componentes do tensor de
Maxwell utilizando as Egs.(3.11) e (3.36). No entanto, tal é trabalhoso. A dificuldade aparece do facto
das derivadas parciais na Eq.(3.11) serem relativas as coordenadas do ponto de campo e a expressao
encontrada para o potencial vetor depende explicitamente de quantidades avaliadas no tempo retar-
dado 7r. Esta dificuldade ja apareceu na deducdo do quadrivetor potencial, porém, nesse célculo, a
propriedade (3.21) e o resultado (3.35) simplificaram os célculos e nédo foi necessario introduzir novos
conceitos. No caso da deducao do tensor de Maxwell tal é justificado e introduz-se assim uma forma
sistematica de relacionar quantidades avaliadas no ponto de campo com quantidades avaliadas no
tempo retardado.

Como visto na Secgéo 2.2, dado um ponto de campo x existe um e um sé ponto z(7) da trajetoria
da particula que interseta o cone de luz passado do ponto de campo. Assim, o cone de luz passado
define um mapeamento natural entre o ponto de campo = e um ponto especifico z (v) na trajetéria da
particula.

Seja x um ponto de campo e z (7g) 0 ponto em que a linha do mundo da particula interseta o cone
de luz passado de z. O tempo retardado 7z pode ser determinado resolvendo a Eq.(3.34) que indica
que os pontos x e z (7r) estéo ligados por uma geodésica nula, 5.

E necessaria uma medida invariante da distancia entre = e z (7). Considere-se a quantidade escalar

R (x) = —nu vt (1) [2¥ — 2" (7)]. (3.38)

Num referencial de Lorentz momentaneamente em co-movimento (MCLF), em que a particula esta
momentaneamente em repouso num instante 7, R (z) = 2° — 2° (1), ou seja, R (z) mede a distancia no
espago-tempo percorrida pela luz ao se propagar de z (7r) até xz. Assim, o invariante R (z) pode ser
designado por distancia retardada, a distancia medida num MCLF entre o ponto de campo e a posicao
da particula no tempo retardado.

Note-se que como 7z pode ser determinado sabendo o ponto de campo z, ndo ha necessidade de
indicar a dependéncia explicita de R de 7x.

O vetor z# — z (1) é um vetor nulo que aponta na dire¢do de z () para =. E Util redimensiona-lo
por um fator R 1, definindo um novo vetor:

1
k*(x) = z [z# — 2" (1R)]. (3.39)
Tendo em conta as Eqs.(3.34) e (3.38), k* satisfaz:

k, (z) k* (z) =0,

(3.40)
k, (z) v* () = —1.
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Dado que z e z (7r) estéo relacionados, uma variagdo do ponto de campo, que ndo seja ao longo
de 3, implica uma variagcdo de 7. Para deslocamentos infinitesimais pode-se relacionar a variagao
em x com a variacdo em 7. Suponha-se que se desloca o ponto de campo « para = + dz. O cone
de luz passado passa a intersetar a trajetéria da particula no ponto z (7, + d7r). Estes pontos estdo
relacionados entre si pela Eq.(3.34), o (x + dx,7r + 07r) = 0. Fazendo a expansao em primeira ordem
e utilizando as definigdes de k* e R obtém-se: k,dz* + 7 = 0, ou seja,

aTR
dan — 1w

(3.41)

A Eq.(3.41) pode ser utilizada de modo a construir uma regra de diferenciacdo de uma fungéo de
f (x) que contenha uma dependéncia implicita de 7z. Tome-se a dependéncia explicita da fungéo f (z)
em 7 escrevendo f (x) = F' (z, 7r). Diferenciando, tomando temporariamente as variaveis x e T como
independentes, tira-se

OF oF
_ H
df = (axu> da' + (8m> drg. (3.42)
Utilizando a Eq.(3.41) obtém-se:
of ([ OF oF
dzk (axﬂ)m G (am>x ’ (849

que define entdo a regra de diferenciagdo sob 0 mapeamento do cone de luz.

A Eq.(3.43) torna possivel calcular as componentes do tensor de Maxwell de uma forma simples.
Nesse sentido, € Util realizar alguns célculos auxiliares.
A aplicagéo direta da Eq.(3.43) permite encontrar uma forma explicita para a derivada de R (z):

R = —v, + (1 4+ Ra’k,) ky, (3.44)

em que todas as quantidades referentes a linha do mundo, tais como v* e a*, sdo para ser avaliadas
no tempo retardado 7z. Da mesma forma, tira-se que d,v” = —k,a".
Partindo da Eq.(3.11), estes resultados tornam possivel calcular as componentes do tensor de Maxwell:

2q

FLV:
! R

[a[uk,,] + aako‘v[ukyﬂ + %v[ﬂky], (3.45)

onde os parénteses retos denotam anti-simetrizagéo dos indices: A}, B, = (A, B, — A, B,,) /2.

A forma adotada para a Eq.(3.45) separa explicitamente o tensor de Maxwell numa parte que depende
da aceleragao, que por variar com R~! ¢ identificada como a contribuicdo dos campos de radiacio,
definidos no capitulo anterior; e numa parte que varia com R~2, identificada como a contribuicdo dos
campos de velocidade que como visto ndo contribuem para a energia radiada pela particula.

Por fim, substituindo a Eq.(3.45) na Eq.(3.19) é possivel calcular o tensor de energia momento, o qual
pode ser escrito na forma T+ = T"", +T"" , em que se considera uma divisdo natural entre os campos

rad vel ?

de velocidade e os campos de radiagcdo. Tem-se assim para cada uma das componentes:

T = ¢ [a a® —a2] EHEY
«@ k )

red T 4rR?
w _ C {2 [ (Bpv) _ gy 1 () _ g _ L (849)
Tvelzh{ns[k @)+ ay, (KK —kk)}jtm{% o) = KR = o ”

em que se definiu a;, = a,k e 0s parénteses curvos indicam simetrizagdo dos indices: A, Bg) =
(AaBﬁ —+ A,@BQ) /2.
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A divisdo do tensor de energia-momento faz sentido pois fora da linha do mundo da particula cada
uma das componentes é conservada, isto &, dzT".", = 9T, = 0, para R # 0. A interpretagdo de cada

uma das partes corresponder aos campos de radiacao e de velocidade deve-se a forma como estes
variam em fungao de R.

3.4 Coordenadas Retardadas

O que foi feito na secg¢ao anterior € muito Util para diferenciar quantidades que dependem implicita-
mente do tempo retardado. Todavia, € necessario desenvolver a ideia de mapeamento do cone de luz e
construir um sistema de coordenada denominadas Coordenadas Retardadas. A ideia é desenvolver um
sistema de coordenadas baseado no tempo retardado 7 e na distancia retardada R. Estas coordena-
das estardo centradas na linha do mundo da particula e dado um ponto de campo z é possivel indicar
a sua posicao no espago-tempo utilizando apenas quantidades dependentes da posicao retardada.

O sistema de coordenadas retardadas (TR,R, GA), onde #4 = (0, ¢) séo dois angulos polares, &
construido da seguinte forma: seleciona-se o ponto z (1) na linha do mundo acelerada da particula;
considera-se entdo o cone de luz futuro deste ponto e a todos os eventos do espaco-tempo que estejam
sobre esse cone de luz associa-se a mesma coordenada 7z. O cone de luz indicado € gerado por
vetores nulos radiados de z (7r) em todas as dire¢des possiveis. Um e um s6 desses vetores pode ser
especificado selecionando dois angulos, 64, que indicam a direcdo do vetor em relagdo a um eixo de
referéncia. A todos os eventos no espago-tempo sobre este vetor associa-se as mesmas coordenadas
64. Finalmente um evento especifico no cone de luz pode ser caracterizado pelo parametro afim R da
geodésica nula unica que liga este evento ao vértice do cone de luz, z (7g).

A definicdo das coordenadas retardadas ndo esta, no entanto, completa. A construgao feita nao é
Unica pois ainda ndo foram definidos os angulos 64, isto &, ainda n&o foi indicado como localizar o eixo
polar num dado cone de luz a partir do qual se definem as angulos 6.

Tome-se a seguinte construgédo: considere-se um referencial de Lorentz (¢, z,y, z) que estd momen-
taneamente em co-movimento com a particula num instante = = 7. Designe-se este referencial, por
simplicidade, o referencial-rz. Neste referencial a quadrivelocidade da particula esta inteiramente se-
gundo o eixo temporal. Pode-se assim escrever v* (1) = 6/, onde se introduziu a notagéo “=” para
indicar igualdade no referencial de Lorentz especificado. Pode-se entdo orientar os eixos espaciais de
tal forma que a parte espacial da quadriaceleracéo aponte na direcéo do eixo polar: a* (1) = a (7g) 6*,
onde a () corresponde a norma do vetor aceleragdo. Fazendo esta construgdo em cada ponto da
linha do mundo da particula define-se um eixo polar em cada um dos cones de luz e os angulos 4
estdo bem definidos para cada um deles.

Definido o sistema de coordenadas retardadas em espaco-tempo plano € Util encontrar como se
relaciona este sistema de coordenadas - nao inercial - com um sistema de coordenadas inercial.

Seja k" (Tr,6) 0 vetor tangente a geodésica nula 3 que liga o ponto z (1) € um evento z* (T, R, 6).
Dado que 5 tem como parametro afim a distancia retardada R, o vetor k£* admite a definicao

_ dz*

kEH = —.
dR

(3.47)

Por definicdo de geodésica nula k* é um vetor nulo, desta forma, a sua normalizagédo é arbitraria.
Pode-se assim impor que
Nkt (TR, GA) v’ (tr) = —1. (3.48)
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Figura 3.1: Representagao grafica do sistema de coordenadas retardadas em espago-tempo plano.

Integrando a relagéo (3.47) tira-se:
xt (TR, R, QA) =M (TR) + Rk (TR, QA) . (349)

A Eq.(3.49) é idéntica a relacédo (3.39) encontrada na secgao anterior, no entanto, existe uma dife-
renga: anteriormente considerou-se que k* era uma fungdo do ponto de campo z, ao passo que neste
caso k* é uma funcdo de 7 e 4 que, conjuntamente com R, especificam o ponto z. Esta é a regra
de transformacao entre o sistema de coordenadas inercial 2 e o sistema de coordenadas retardadas
(TR, R, 9‘4).

As expressdes encontradas anteriormente para o tensor de energia-momento eletromagnético de-
pendem do vetor k* (7, 6“). Pode-se entdo antever a necessidade de determinar este vetor em qual-
quer instante 7 da linha do mundo.

De acordo com as restricdes da Eq.(3.48) e o facto de k* ser um vetor nulo este pode ser escrito
explicitamente no referencial-7, definido anteriormente, como:

k* (7'R7 GA) = (1,sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) . (3.50)

No referencial de Lorentz (¢',z',y’, z’) associado ao tempo retardado 7, definido de forma a que
vk (1) = 0 € ' (Tf) = a(rp) 8k, k* (7j,0) tomaria exatamente a mesma forma. Este facto pode
ser utilizado de modo a escrever uma equagao diferencial para k* (TR, QA), que permitira trabalhar num
unico referencial de Lorentz.

Considere-se um pequeno deslocamento ao longo da linha do mundo da particula tal que 77, =
Tr + 07r. A velocidade relativa entre o referencial-r e referencial-r;, é dada por v* (tgp + 67r) —
v* (Tr) = a* (Tr) 07r. Esta relagédo permite deduzir as componentes de v* (g + d7r) no referencial-7z:
v* (tr + 67r) = (1,0,0,ad7r). Encontra-se entdo que os dois referenciais estéo relacionados por um
boost de Lorentz, com paramentro u = a (1) d7r. Assim em primeira ordem em w as transformagoes

de Lorentz entre dois referenciais séo dadas por:

t'=t—uz

=z

/ (3.51)
y =y

7 =z—ut
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Invertendo estas leis de transformag&o podem-se calcular as componentes de k* (7g + 67, 6) no
referencial-rr. Utilizando a equagéo (3.50):

k' (T + 07R) = 1+ a(7r) cos 06TR
k* (Tg + 67R) = sin 0 cos
(Tr R) * ¢ (3.52)
kY (TR + dTR) = sinfsin ¢
k* (Tg + 0Tr) = cos @ + a (Tg) 6Tr
Juntando os resultados das Eqgs.(3.52) pode-se escrever:
k'u *
k" = (aco0s6,0,0,a), (3.53)
aTR
que pode ser escrita na forma de uma equacao tensorial como
7
% = aiv" + a*, (3.54)
aTR

que é valida num referencial de Lorentz arbitrario.
Com as condigdes iniciais dadas pela Eq.(3.50) e a equacéo de evolugao (3.54) pode-se encontrar o
vetor k* (T, 64) em qualquer instante ~ da linha do mundo.

Por fim, construido o sistema de coordenadas (TR, R, GA), é (til calcular a métrica nestas coordena-
das. O objetivo de tal calculo serd explicito na préxima secgéo.
Diferenciando a Eq.(3.49),

ok" okH
B N n A
dx (v - Ram) drp + KR + Rrdo

(3.55)
1
= [(1 4+ Ray) v" + Ra*] drg + kHdR + Rg%d#.
Que pode ser escrita de uma forma mais compacta:
dz" = v'drg + kMdR + e/ do?. (3.56)

Utilizando a definicao de métrica, Eq.(3.2), basta substituir a relagao anterior e fazer os varios pro-
dutos internos. Dado que a métrica é valida para qualquer referencial de Lorentz podem-se fazer os
calculos num referencial de Lorentz arbitrario.

Assim as componentes €9 podem ser calculadas no referencial-rr utilizando a Eq.(3.50) e tiram-se
explicitamente as relagdes k, e/ = 0, u,e’y =0 e nyeiely = diag (R?, R?sin?#). Sdo também Uteis as
relagbes v*a, = 0, k,0k* /0Tr = 0 e a Eq.(3.48). Juntando todos os resultados obtém-se:

ds? = — [(1 + Ray)? — R%a2| dr% — 2drpdR + 2RaneS drrdd™ + R2d0%, (3.57)

onde a? = a,a® e dQ%; = d6* + sin® 0d¢? é a métrica da esfera-2 de raio unitario.

Apesar do aspeto complicado da métrica de Minkowski quando escrita em coordenadas retardadas,
com varios termos nao diagonais, esta prova a sua utilidade quando se tem em conta que as quantida-
des calculadas nas seccdes anteriores sdo expressas naturalmente em termos de 7z € R.

3.5 Forca de Abraham-Lorentz-Dirac

Esta-se finalmente em posicao de fazer a dedugéo da forca de Abraham-Lorentz-Dirac.
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(7))

Figura 3.2: Tubo do mundo X que envolve a linha do mundo da particula.

O tratamento seguinte segue a deducao feita por Dirac, a qual é baseada na conservagéo de energia-
momento. Outra derivagao, devida a Landau e Lifshitz, pode ser encontrada na Ref.[54]. Esta parte de
uma relagéo entre o potencial retardado e o potencial avancado para deduzir a self-force. O potencial
avancado €, no entanto, uma clara violagdo ao principio da causalidade assim, apesar de mais simples,
por escolha do autor essa derivagdo ndo sera seguida. Os resultados encontrados séo idénticos para
ambas as derivagdes.

Considere-se um tubo, um cilindro-3, ¥, que envolve a linha do mundo da particula. Pretende-se
calcular a quantidade de momento eletromagnético, P.,, que flui para fora da superficie X por unidade
de tempo proprio.

De forma geral o fluxo de quadrimomento que flui para fora de uma hipersuperficie ¥ é dado por:

APV = / Ty, (3.58)
b

onde d¥, € o elemento de superficie direcionado para fora de X.

E possivel demonstrar que AP* ndo depende da forma do tubo [54]. Assim, sem perda de generali-
dade, pode-se escolher 3 como a hipersuperficie mais simples, uma hipersuperficie com R constante.

Tem entdo que se calcular o elemento de superficie de ¥, dado por d¥,, = n,dA, onde dA é o
elemento de superficie tridimensional e n,, € a normal exterior & superficie. Tendo em conta a métrica
na Eq.(3.57), a métrica induzida em X é dada por:

dst = — |(1+ Ray)? — R?a?| drd + 2RageSdrrdd™ + R2dQ%,. (3.59)

O elemento de superficie dA em termos das coordenadas vem dA = \/—gsd3x, onde gs representa
o determinante da métrica induzida, definida na Eq.(3.59).

Como X foi escolhida ser uma superficie com R constante a normal exterior n,, tem que ser propor-
cional ao gradiente de R. Pode-se entio escrever n, = AJ,r, onde a constante de proporcionalidade
pode ser determinada garantindo que n,, esta devidamente normalizado. Assim, A\=2 = n**R,R,,, onde
R, = 9, R. Em coordenadas retardadas: 9, R = /%, portanto, A~? = g®”, uma componente da métrica
inversa. O elemento g™ pode ser encontrado simplesmente pela regra de Cramer aplicada ao célculo
de matrizes inversas: g*® = Cof (grr) /g, onde Cof (grr) representa a entrada "RR” da matriz dos
cofatores. Tira-se diretamente que Cof (grr) = gx, 0 determinante da métrica induzida na superficie
3. Desta forma o fator de normalizag&o é dado simplesmente por A = \/g/gs.
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Utilizando estes resultados tira-se entao que
¥, = R/”/fgdsaz. (3.60)

Resta entéo calcular o determinante da matriz composta pelos elementos da métrica. O calculo é
muito simples se se utilizar o método de Laplace pois existe uma linha com uma Unica entrada nao nula.
Tira-se entdo que /—g = R?sin 6.

Substituindo na Eq.(3.60) tem-se:

d%,, = R, R*drrds, (3.61)

onde df2 = sin 8dAd¢ é o elemento de angulo sélido.
Os resultados [54]

1
2 BRdO = o
471'/ v
1 1 4
- BEYAQ = =gtV RPN Z 62
47r/kk:d 39 +3vv, (3.62)
1 1
4—/ EFEVEPAQ = 3 (v g"P + V¥ gt + vP g'v) + 20H 0 0P
™

podem ser utilizados de modo a calcular o fluxo de energia-momento que atravessa o tubo do mundo
3.

Como visto na secgao anterior, o tensor de energia-momento admite uma separacéo natural das
contribuicbes dos campos de velocidade e de radiacdo. Pode-se assim calcular o fluxo de cada uma
das componentes separadamente, tendo presente que o fluxo total sera, obviamente, a soma das duas
contribuigdes.

Utilizando o resultado £#R,, = 1 a componente radial do tensor de energia-momento radiativo € dada
simplesmente por

2
v q 2 2
THO, R = Re (a — ak) k*, (3.63)

portanto, o fluxo de quadrimomento radiativo é dado por:

r

2
AP* = % / (a® — a}) k*dTRd. (3.64)
7

De notar que na Eq.(3.64) que os fatores em R cancelaram portanto, o resultado é independente de
R. Deste resultado tira-se que a taxa de variagdo do momento radiativo € entdao dada por:
dPM 7 q2

rad

(a® — a}) k*dQ. (3.65)

dTR E
Utilizando os resultados das Egs.(3.62) é possivel fazer a integracao e obtém-se:

dPlog _ 2 5

rad _ ~ 0

- g4 a v (3.66)
A Eq.(3.66) indica a quantidade de momento radiativo que atravessa uma superficie com R constante

por unidade de tempo. Num MCLF esta equacdo reduz-se a férmula de Larmor, Eqg.(2.57), com as

adaptac6es ao sistema de coordenadas geometrizadas.

Fazendo o mesmo calculo para a outra componente do tensor de energia-momento, tira-se que a
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parte radial & dada por:

2

q 3 ¢
TH _ m n_ 2 B B )
"ouR s {a + ag, (’U 2k )] + ey [vF — k] (3.67)

Tendo em conta as Eqs.(3.62) e o facto de que as componentes da velocidade ndo dependerem
das variaveis angulares tira-se imediatamente que os termos proporcionais a R~* anulam-se apds a
integracdo. Dos restantes termos obtém-se:

dpP", q?

Juntando as Egs.(3.66) e (3.68) obtém-se a variagdo de momento eletromagnético:

dPeHm_QQM 222;L
- =550 —|—§qav. (3.69)

De modo a encontrar os efeitos do campo criado pela particula nela prépria impbe-se a conservagao
de energia-momento:

dPH dPH
—mee | om — ) 3.70
dTR + dTR ’ ( )
onde P* . indica o momento mecénico associado a particula.

A Eq.(3.70) torna-se uma equagéo do movimento se for possivel escrever P*_ . em termos das quan-
tidades retardadas. Para tal é necessario postular a forma do momento mecénico. Seria de esperar que
P . = mouvt fosse a escolha natural e correta. No entanto, substituindo esta expresséao, juntamente
com a Eq.(3.69), na Eq.(3.70) obtém-se a expressdo ma* = —2/3q*a?v*, onde m = mg+¢?/(2R) seria
interpretado como a massa efetiva da particula. Todavia, multiplicando a expressdo que se encontraria
por v, e fazendo uso do facto de que v,a* = 0 obtinha-se que o lado esquerdo seria zero mas néo
o lado direito. Portanto, existe uma inconsisténcia na equacgao. A forma mais simples de resolver o
problema é introduzir um termo extra na definicdo do momento mecénico:

PE .= mov" + Aa¥, (3.71)

onde A é uma constante a ser encontrada. Existem outras possibilidades mas como Dirac indica

no artigo original [28]: “...estas sdo muito mais complicadas que [isto] e dificilmente se espera que se
apliqguem a uma coisa tao simples como o eletrdo”.

Este é no entanto, um ponto que tem agitado a comunidade cientifica desde que Dirac sugeriu a
dedugdo original. Muitos artigos se tém debrugado sobre este postulado mas sem real desenvolvimento
quase cem anos apos a deducao da forga de Abraham-Lorentz-Dirac. Outras imposi¢cdes podem ser
assumidas tais como a forma como o tubo do mundo se comporta quando se toma uma particula
pontual, R — 0 e, se aproximam as bases do tubo ao mesmo instante retardado [31], ou redefinir a
nog¢ao de particula pontual [35]. Porém, todas estas novas abordagens implicam outros postulados que
nao tém uma fundamentacao fisica como base e portanto, nao sdo mais fundamentais que a dedugéo
de Dirac.

Substituindo as Eqs.(3.69) e (3.71) na Eq.(3.70) obtém-se ma* = —2/3¢*a?v* — Aa*. Multiplicando
a express&o anterior por v, obtém-se: A = —2/3¢?, onde se utilizou a identidade a* = —v,a®. Combi-
nando estes resultados encontra-se a expressao para a forca de Abraham-Lorentz-Dirac:

2
mat = §q2 (d“ — azv“) , (3.72)
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onde m representa a massa efetiva da particula que retine contribuicdes de uma massa intrinseca a
particula mq e uma contribuicdo de natureza eletromagnética:

2

m:mo—|—2R.

(3.73)

Introduzindo a contribuicdo de uma forga exterior a equacado de movimento de uma particula carre-
gada é entao dada por

2 -V L
ma* = §q2 (08 + v, 0M)a” + FL,. (8.74)

A Eq.(3.74) reduz-se ao caso classico estudado no capitulo anterior. Portanto, os problemas encon-
trados anteriormente de pré-aceleracdes e aceleragoes infinitas persistem. Este € um problema que
torna a equacéo de Abraham-Lorentz-Dirac muito pouco verosimil. No entanto, nenhuma inconsistén-
cia foi encontrada na deducéo tedrica. Claro que se podem sempre remeter os problemas encontrados
ao facto de ser ter partido de um formalismo classico - por se partir das equacoes de Maxwell - e que o
eletrao tem uma natureza intrinsecamente quantica. No entanto, filosoficamente uma teoria ndo deveria
sequer conter em si solugdes tao dispares da realidade.
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4 Ferramentas Matematicas em Espacos-tempo Curvos

Nos capitulos anteriores foi estudada a origem da self-force do ponto de vista histérico. Na fisica clas-
sica apenas a teoria de Maxwell admitia a existéncia de auto-interagdes de particulas com os campos
por elas criados dado que, até ao inicio do século XIX apenas se conheciam dois tipos de interacao:
a eletromagnética e a gravitacional, onde a ultima era descrita pela teoria de Newton que previa uma
interagdo instantanea entre as particulas.

Avancos tedricos e tecnoldgicos permitiram a descoberta de outras interagdes. A propria interagao
gravitacional passou a ser abordada de um ponto de vista geométrico, em que, de acordo com a teoria
da Relatividade Geral de Einstein, a for¢a gravitacional resulta da manifestagéao da curvatura do espago-
tempo causada pela presencga de energia.

A teoria da Relatividade Geral € um dos pilares da fisica moderna. O seu desenvolvimento permitiu
explicar corretamente uma grande variedade de fenémenos césmicos suplantando a teoria de Newton.
A teoria de Einstein prevé ainda a existéncia de ondas gravitacionais, isto é, perturbacdes da geometria
do espacgo-tempo que se propagam a uma velocidade igual a velocidade da luz. A detegao destas
ondas permitiria estudar fenomenos e regides do Universo que de outra forma estariam completamente
inacessiveis. No entanto, devido a constante de Newton ter um valor tdo pequeno, a sua detecao direta
tem sido extremamente dificil.

O conhecimento do movimento de um corpo no espago-tempo é de extrema importancia na procura
das ondas gravitacionais dado que a amplitude destas ondas depende de quantidades caracteristicas
do movimento. Por esta razdo, o interesse no estudo da self-force reapareceu de modo a analisar
a sua influéncia no movimento dos corpos no espago-tempo e consequéncias na emissdo de ondas
gravitacionais.

Neste capitulo introduzem-se varias ferramentas matematicas de modo a estudar o problema da
self-force de origem gravitacional. Comeca-se por introduzir a teoria geral dos bitensores, fungdes
tensoriais que dependem de dois pontos do espago-tempo. Em seguida, expandem-se as nogoes de
distribuicbes para espagos-tempo curvos, em especial, define-se um funcional invariante de Dirac e
uma funcdo em degrau de Heaviside generalizada. Por fim, generaliza-se o sistema de coordenadas
retardado construido no capitulo anterior para espagos-tempo curvos.

4.1 A Funcao de Synge

Seja M uma variedade diferencial com métrica Riemanniana g. Um objeto natural que caracteriza a
geometria é a disténcia d (z’, z) entre dois pontos 2’, x € M, definida como o infimo do comprimento de
todas as curvas que ligam estes dois pontos. Designando-se geodésica a curva, Unica, que minimiza a
distancia entre quaisquer dois pontos de M.

Este conceito, no entanto, ndo é generalizavel para o caso de variedades Lorentzianas; neste caso,
dado uma ponto p, apenas se pode garantir a existéncia de uma vizinhanga aberta U, tal que Vz € U,
z' e r estdo ligados por uma e uma sé geodésica. Nesse caso U,  designa-se a vizinhanga normal
convexa de z’ e é representada por A/ (z).

Para concretude, 2’ serd denominado “ponto base”, ao qual se associam os indices o/, §', etc, € x
“ponto de campo”, que tem associados os indices «, 3, etc. O segmento de geodésica 5 que liga =’ a
x é descrito pelas relagdes z* (\), onde X é um parametro afim que toma valores entre )\ e \; tal que:
zM (Ao) := 2’ e z* (A1) := z. A um ponto arbitrario na geodésica, z, associam-se os indices p, v, etc.

O campo vetorial t#, tangente a geodésica em cada ponto e definido como ¢* := dz*/d\, obedece a
equacdo das geodésicas, Dt*/d\ = 0.
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Pode-se introduzir a fungcao de Synge, uma fungéo tensorial que depende de dois pontos no espago-
tempo, um bitensor:

A1
o(z,2) = % (M — )\0)/)\ G (2) tH7dA, (4.1)

0

onde o integral é tomado ao longo da geodésica 3 que liga 2’ a x.

A fungéo de Synge é uma fungéo escalar do ponto de base =’ e do ponto de campo z, cujo valor é
igual a metade do quadrado da distancia geodésica entre = e z’ 4. o (z, z') estd bem definida tanto para
o caso Riemanniano como Loretziano e da Eq.(4.1) verifica-se que esta é independente da escolha do
parametro afim, isto &, é invariante para transformagées do tipo A — X\ = a\ + b, Va,b € C.

A Eq.(4.1) pode ser diferenciada em rela¢do a cada um dos seus argumentos. Seja o, := do/0z% a
derivada emrelagdo a z e o := do/dx aderivada em relagdo a =’. E 6bvio que o,, se comporta como
um tensor-1 covariante em relagdo a operac¢des tensoriais em = mas como um escalar em relacao a
operacdes tensoriais em z’. De forma semelhante para o,/, mas um escalar em = e um tensor-1
covariante em a’.

Seja 0.5 := Vo, a derivada covariante de o, em relagdo a z. 0,3 € um tensor -2 covariante em
x e um escalar em z’. Dado que o é um escalar em z, tira-se automaticamente que o3 é simétrico:
OaB = OBa-

Definindo oo := dg00 = 820 /0P 2> a derivada parcial de o, em ordem a 2/, este é um vetor dual
tanto em  como em z’. Pode-se também definir o,/ 5 := dgo./, @ derivada parcial de o, em ordem a
x. Dado que as derivadas parciais comutam tem-se que: og/o = 0aps’.

De igual forma pode-se definir 0,5 := Vg0, a derivada covariante de o, em relacdo a z/, um
tensor-2 covariante em z’ e um escalar em z.

A notacéo é facilmente estendida a qualquer nimero de derivadas. Por exemplo 0,545 := V5V, VgV 0
€ um tensor-(3, 1) misto, 3 vezes covariante em x e 1 vez contravariante em z’. Este tensor é simétrico
nos pares de indices « € 8 mas ndo nos pares « e v nem nos pares g e v. Como Vs, na expressao
considerada, é uma derivada parcial usual em relagdo a z/, o bitensor é simétrico em relagéo a qualquer
par de indices que envolvam §’. Conclui-se entdo que a ordem dos indices com apdstrofo em relagao
aos indices sem apostrofo € irrelevante; assim o mesmo bitensor pode ser escrito como o5:a8+, Tas sy
0U 0435/~, apenas garantindo que a ordem dos indices com apéstrofo ndo é alterada. Na realidade este
€ um resultado geral para qualquer bitensor :

Q...;,Bo/... = Q.“;Oz/ﬁ...a (42)
em que as reticéncias representam qualquer combinacéo de indices com e sem apéstrofo.

Prossiga-se o estudo da funcdo de Synge analisando como esta se comporta para variagdes dos
seus argumentos.

Considere-se um deslocamento do ponto de campo de = — x+dz. Por conseguinte, 5+4d3 representa
0 segmento de geodésica Unico que liga = + dz a z’, descrito pelas relagdes z* (\) + 5z (1), onde o
parémetro afim é definido de forma a que também varie de Ay a A; na nova geodésica, isto &, §z (Ag) =
dz’ =0 e dz(\) = oz. Utilizando o método variacional na Eq.(4.1) pode-se calcular a variagéao do :=
o(xz+ d0x,2") — o (x,2), induzida na fungdo de Synge, tal que:

4Por virtude da equagéo das geodésicas, a quantidade ¢ := g, t*t” é constante ao longo da geodésica. Assim a fungéo
de Synge é numericamente igual a € (A1 — Ag)? /2. Se a geodésica é do tipo tempo entdo X pode ser colocado igual ao tempo
préprio 7, logo e = —1 e o = — (A7) /2. Se é do tipo espago pode ser colocado igual & distancia prépria s, que implicas = 1 e
o = (As)? /2. Se a geodésica é nula entdo o = 0.
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A
: 1
§o = A\ / <ng“5z” + QQWA,,\Z“z’”ézA) dX, (4.3)
A

0
onde A\ = \; — )\, aderivada em z* é feita em ordem a \ e a métrica e a sua derivada sdo tomadas
em 3. Integrando o 1° termo por partes obtém-se:
A1
§0 = AX[gy 202731 — AN A (Gu 2" 4+ Tpuaz?2) 821 d), (4.4)
0

onde a derivada parcial da métrica foi substituida por I';,,» := I'}}, gax pOr se ter utilizado o facto de a
derivada covariante da métrica ser zero e, no caso da conexao de Levi-Civita, os simbolos de Christoffel
sao simétricos.

O integral na Eq.(4.4) anula-se pois z* (\) obedece a equagdo das geodésicas. Também o primeiro
termo avaliado em )y é zero pois a variagcao 5z* € nula no ponto de base. Obtém-se entdo do =
ANgapst®dz?, ou

0o (2,2") = (A1 — Xo) gapt®. (4.5)

A parte do fator A\, o é igual ao vetor tangente em z. Substituindo na Eq.(4.5) = por um ponto
genérico z (A) em 3, obtém-se o (z,2') = (A — Ao) t#.
Um calculo virtualmente idéntico mostra como ¢ varia sob a mudanga do ponto de base z’, obtendo-
se:
oo (2,2') = — (M1 — o) garprt” (4.6)

onde a métrica e o vetor tangente sdo avaliados em z’. A parte do fator A\, o é igual a menos o
vetor tangente a geodésica em z’.

Por fim, podem-se calcular as normas de o e ¢ . De acordo com a Eq.(4.5), tem-se que Japo®ol =
(A — )\0)2 Jast®t?; que comparando com a Eq.(4.1) indica:

g°*Poq05 = 20. (4.7)

Da mesma forma,
g“/’glaara@/ = 20. (4.8)

4.2 Limites de Coincidéncia

Estude-se agora o comportamento da fungéo de Synge e das suas derivadas no limite em que x tende
para «’. Para tal introduz-se a notagédo

Q. ]= lim Q (z,27),
T—T
para designar o limite de qualquer bitensor 2. (z, ') quando = tende para 2/, o limite de coincidéncia do
bitensor. Pode-se assumir que o limite de coincidéncia é uma fungéo tensorial Gnica do ponto de base
2’, independente da dire¢cdo segundo a qual se toma o limite; por outras palavras, o limite € tomado
fazendo A — )\ depois de avaliar Q2 (z,2’) como uma fun¢éo de A numa dada geodésica 5. Desta
forma, assume-se entdo que o limite de coincidéncia ndo depende da escolha de geodésica.
Das Eqgs.(4.1), (4.5) e (4.6) obtém-se automaticamente

(4.9)
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Mais resultados podem ser obtidos por diferenciagao das Eqgs.(4.7) e (4.8). A Eq.(4.7) implica 0., =
g*P0,04, = dPos,. Utilizando a Eq.(4.5) obtém-se (g, — 03,) t° = 0. Como indicado anteriormente,
assume-se que o limite de coincidéncia ndo depende da geodésica considerada logo o vetor tangente
€ arbitrario, assim, [0,3] = go'p- De modo a encontrar outros limites de coincidéncia é mais eficiente
utilizar a regra de Synge, cuja demonstracao é feita no Anexo B. No caso da fungdo de Synge e suas
derivadas a regra indica que

0 0] =0 ] —[0.al. (4.10)

Assim, segundo a Eq.(4.10) tem-se que [0ap/| = [0a].5 — [0ap]. Tendo em conta as Eqgs.(4.9) e [oag] =
gorp OBtM-se (03] = —gap . Utilizando 0 mesmo raciocinio obtém-se os resultados:

[0ap] =loap] = garprs 4.11)

[oap] = [0ap] =—garp-
Destas relagdes tira-se que [c%] = 4, no caso de uma espago-tempo de dimenséo 4.

Os limites de coincidéncia da Eq.(4.11) partiram da derivagéo da relagéo o, = 0%05. Diferenciando
duas vezes esta equacgéao tira-se que o.3, = 025705 + ogﬁa(;V + O'g,yO'gB + a—gam, que no limite de

coincidéncia se reduz a
[Uaﬁ'v] = [Ugﬁ} 9oty + [Ufm] gs'pr + 5?1’/ [0567] . (4.12)
Por outro lado, diferenciando o, = 0505 na ordem contraria e somando o respetivo limite de coinci-
déncia a Eq.(4.12) obtém-se [0.3,] + [0ays] = 0, por consideragdo das simetrias de o,4. Esta relagéo
pode entdo ser utilizada para calcular o limite de coincidéncia da equagé@o o3 = 0agy + Rim
que se obtém da definicdo do tensor de Riemann, tal que 2 [0,5,] = Ri’,ﬁ/v, [o5]. Utilizando a Eq.(4.9)

conclui-se:

05’

[0apy] = [0apy] = [0apy] = [0apy] =0, (4.13)

onde os Ultimos trés resultados séo encontrados utilizando a regra de Synge.

Por fim, o dltimo limite de coincidéncia que seréd necessério calcular corresponde a quarta derivada
da fungao de Synge. O calculo é bastante mais longo que os anteriores mas as manipulagdes sao em
tudo semelhantes, obtendo-se no final:

1
[Uaﬂ’yé} = 3 (Ra’v’ﬁ’ﬁ/ + Ra’é’ﬁ’w’) ) (4.14)

o qual pode ser utilizado para encontrar os limites de coincidéncia para qualquer combinacdo de
indices relativos a x e ’, tendo em conta a regra de Synge.

4.3 Propagador Paralelo

Outra ferramenta muito Util que é necessario introduzir € o operador de transporte paralelo, também
conhecido na literatura como bi-vetor de deslocamento paralelo.

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana e z um ponto em M. Se a métrica g estiver definida no ponto
z € sempre possivel definir uma base ortonormada nesse ponto. A base é escolhida de tal forma que
nesse ponto a métrica é diagonalizada e reduzida & métrica de Minkowski®.

Assim sendo, pode-se introduzir uma base ortonormada (e#) (z), com a = 0,1,2,3, transportada
paralelamente ao longo do segmento de geodésica 5 que liga = a x’. Por conseguinte da definicao de

5A existéncia de uma base ortonormada num ponto da variedade consiste em definir um referencial localmente inercial nesse
ponto, em que as componentes de um tensor nessa base correspondem as componentes desse tensor medidas por um obser-
vador em repouso nesse referencial.
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base ortonormada os vetores que a constituem tém que verificar as seguintes relagdes:

vo_
g;wegeb =Nab,

Det (4.15)
d\ 0
Tem-se ainda a relagdo de completude
g =nleley. (4.16)

Para cada base de vetores ortonormados existe uma base dual de covetores e, (z) definidos como
ez = nabg}we,’:, (4.17)

a qual é também transportada paralelamente ao longo de 3.
A relacéo de completude para os covetores da base dual é dada por

G = nabeﬁef’,. (4.18)
A partir das defini¢gdes verifica-se facilmente que

a [ _ sa
€€ =0y,

(4.19)

a v __ SV
€,€q =0,

Estas rela¢des sdo verificadas em todos os pontos de 3. Em particular estas séo verificadas nos
pontos x e z’.

Qualquer campo vectorial A" (z) em /3 pode ser decomposto na base (e#) como A* = A%e#, cujas
componentes nesta base séo dadas por A* = Atef,.

Se A* for transportado paralelamente ao longo da geodésica entdo os coeficientes A* sdo constan-
tes. O vetor em z pode assim ser expresso como A% = (Aa'e“ ) e, ou

o

A% (2) = g (w,0) A% (a!). (4.20)
g (0,0 1= G () el (@),

onde g2, é designado o propagador paralelo. Basicamente g2, (z,z’) transporta paralelamente um
vetor definido em 2’ até z, ao longo da Unica geodésica que liga estes dois pontos. Da mesma forma
se tem / /
A% (2) = g%, (a',2) A" (2)

g% (2',2) = e (2') eC (2)

(4.21)

/

Verifica-se entdo que ¢°, realiza a operagao inversa, transporta paralelamente um vetor definido em
z até 2’. Desta forma,

9%.9% =63,
e (4.22)
9%69% =03 -
Estas relagdes expressam formalmente o facto de que ¢ é o inverso de g%,
Arelagéo g%, = eZe?, pode também ser expressa como g & = el,eZ, isto revela que
9" (x,2') = g% (', ),
“ “ (4.23)



Portanto, a ordem dos indices e dos argumentos no propagador paralelo é irrelevante. Assim, adota-
se a notagao: o indice mais atras no propagador paralelo indica o ponto no espago-tempo de onde se
parte, e.g., g"a' («',x) indica a variagcdo desde o ponto =’ até ao ponto = ao longo da geodésica Unica
que une esses pontos.

A acao do propagador paralelo em tensores de ordem arbitraria é de facil percecao.
Seja A*? um tensor-2 contravariante em x. Utilizando as técnicas anteriores, mostra-se que este
pode ser obtido por transporte paralelo ao longo de 3 a partir de ' através da relacédo

AP (z) = g% (2!, 2) g4t (2, ) A¥P (). (4.24)

Sa0 entdo necessarias duas ocorréncias do propagador paralelo, uma para cada indice tensorial.
Dado que a métrica é transportada paralelamente ao longo de 3, um caso particular da Eq.(4.24) é
Jap = goé;gﬁﬁ/ga/ﬁ"

Como os vetores el; s@o transportados paralelamente ao longo de j3 estes satisfazem e, ﬁaﬁ =0em
v eel,0 =0ema'. Isto implica imediatamente

B _ B _
ga/: 0" =g 4.0 —07
o o (4.25)
gadgﬂoﬁ = goéy;ﬁ’oﬂ =0.

Dado que t* = dz*/d\ é tangente a geodésica que liga «’ a z tira-se que t* = gcf,‘t"/. Utilizando as
Egs.(4.5) e (4.6) obtém-se a relagéo
Oa =—g% Our- (4.26)

Por fim, é (til estudar os limites de coincidéncia do propagador paralelo e suas derivadas.
As relagdes de complitude das Egs.(4.16) e (4.18) e a Eq.(4.20) implicam

[9%] = 65 (4.27)

Qutras relagdes de coincidéncia obtém-se diferenciando as Egs.(4.25). Por exemplo, gaa,;ﬁaﬂ =0
implica gaa,;ﬁwaﬁ + g%,;/jaff = 0. Tomando o limite de coincidéncia e tendo em conta a Eq.(4.9) obtém-
se

[gaﬁ’w] = [9023’;7’] =0, (4.28)

onde o segundo resultado obtém-se do primeiro por aplicagao da regra de Synge.
Diferenciando mais uma vez a Eq.(4.25) e tomando o limite obtém-se [gaﬁ,wg} + {g‘}g,m} =0, que,
utilizando a definicdo do tensor de Riemann, permite escrever: 2 [90;3,;75} + Rgfv,é, = 0, ou seja,
(07 1 Ot/ (03 1 Oé,
9%s] = =5 BErss [9%00] = REs

1

2" (4.29)
(9%l = =5 BFss [9%nw] = SREve

tendo-se utilizado a regra de Synge de modo a obter os restantes resultados.

4.4 Expansao Covariante

O limite de coincidéncia de um bitensor é uma quantidade importante no entanto, s6 por si indica muito
pouco em relagdo ao bitensor. Seria mais proveitoso se o limite de coincidéncia pudesse ser utilizado
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para reconstruir o bitensor numa vizinhanga do ponto de base. Para tal, apresenta-se um método
sistematico de expansao de um bitensor perto da coincidéncia, comummente designado por Expansao
Covariante.

Dado um bitensor Qs (z,z") pretende-se fazer a sua expansao em série perto da coincidéncia em
termos de poténcias de —o® (z, #'), a analogia mais fiel em espago-tempo curvo & quantidade (= — z/)®
no espaco-tempo plano. Em termos concretos, considere-se um bitensor-2 e assuma-se por agora que
os indices tensoriais se referem ao ponto base z'.

Assim a expansao toma a forma:

’ 1 ’ ’
Qa'ﬂ’ ({L‘, x/) = Aa/ﬁl —|— Aa/ﬁ/,ylo-’y + EAQIB/'YI(S,U’Y 0’6 —|— O (53) 5 (430)

onde os “coeficientes da expansdo™ A.p,Aap, Aapys, €iC, s@0 tensores usuais em z’. Na
Eq.(4.30) ¢ indica o tamanho tipico da componente o©'.

De modo a encontrar os coeficientes da expansao utiliza-se o método introduzido por Bryce DeWitt
[26]:

1. Toma-se a derivada covariante da expressdo da expansdo do bitensor, aplicando-se 0 mesmo
numero de derivadas covariantes que a ordem do coeficiente que se procura;

2. Substituem-se todos os termos conhecidos pelo seus limites de coincidéncia;
3. Reorganizam-se as derivadas covariantes utilizando a definicdo do tensor de Riemann;
4. Toma-se o limite de coincidéncia da expresséo final;

No caso da Eq.(4.30) obtém-se os primeiros coeficientes da expanséo:

Awp = [Qarp],
Aoy = [Qarpriy] = Aarpriy (4.31)
Aarprys = [Qarpriysr] — Aapriye — Aargrysr — Aarprsriy -
Suponha-se agora que o bitensor considerado é 2,5, com um indice referente a =’ e outro a z. O pro-
cedimento anterior pode ser aplicado diretamente se se introduzir um bitensor auxiliar fza/ﬁ/ = gﬁB,Q(,/ﬁ,

cujos indices se referem ao ponto base. O novo bitensor pode ser expandido como na Eq.(4.30) e, uti-
lizando o propagador paralelo inverso, obtém-se a expanséo do bitensor inicial

’ ’ 1 ’ ’ -
Q(x/ﬂ (1’71’/) = gﬁﬂ <B()¢/ﬂ/ + Ba/ﬁ/,.y/()"y =+ iBa/B/,yl(;/O"y 0,5 ) + O (53) . (432)

Os coeficientes da expansao podem ser entdo obtidos a partir dos limites de coincidéncia de Qalgf
e suas derivadas ou, mais convenientemente, a partir do bitensor original utilizando a relagéo Q3 =

gﬁﬂ/Qa,ﬁ,. Tirando partido dos resultados da Eq.(4.27) a (4.29) encontram-se os primeiros termos da
expansao:
Ba//gl = |:£2a/,5:|7
Bargryr = [Qarpiy] = Bargriys (4.33)

]_ ’
Bagys = [Qargiys] — §BQ’P’R/p3/'y'6’ — Bargriyrsr = Barpryrisr — Barprsry

O mesmo método pode ser utilizado no caso de um bitensor com ambos os indices referentes ao
ponto de campo =. Introduz-se o bitensor auxiliar Q5 := gaa,gﬁB,Qag e faz-se a expanséo na forma da
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Eq.(4.30). Aplicando o propagador paralelo inverso obtém-se a forma para o bitensor inicial:
’ / ’ 1 ’ ’
Qaﬁ (JI,.’L‘,) = g%gﬂﬁ <CQ/B/ + OO/B,’Y/O:Y + 500/5/7/5/0'7 O'(S ) + O (€3> . (434)

Com os coeficientes da expansao dados por

Ca’ﬂ’ = [Qa6]7
COL,,B/’\// = [Qaﬂ;,\//] - Co/ﬂ';'y’7 (4.35)
1 ’ 1 ‘
Carprosr = [Qapysr] + 5Cap Riyi5 + 5005 R = Carprirsr = Carpryriar = Carprory

Os resultados gerais encontrados permitem encontrar expressdes aproximadas validas perto da coin-
cidéncia dos bitensores o,/ 5/, 0u/s € gap. A substituicdo é feita imediatamente obtendo-se:

1

0-0/,8' = ga/B/ — gRa/,YIﬁ/[SIO'ﬂ/O'(;I + O (53) 5 (436)
’ 1 ’ ’
Oarp = —96/3 (ga’ﬁ’ + gRa’v’ﬁ’&UW 4 ) +0(), (4.37)
’ ’ 1 ’ ’ <
Tap = go‘agﬁﬂ (ga’ﬁ’ - gRa’v’ﬁ";’Jv a > +0 (%) (4.38)

O método introduzido pode ser facilmente estendido a tensores de outras ordens. Em particular,
pode-se adaptar o método de modo a expandir perto da coincidéncia o propagador paralelo, tal que:
1 / /
gp iy = §ga’aRa gry50° +0 (52) )
(4.39)
« 1 « v pa’ 8’ 2
95"y = 590Gy R gry50” + 0 (€7) 5

resultados que serdo muito Uteis no capitulo seguinte.

4.5 Determinante de Van Vleck

Para finalizar o estudo da teoria geral dos bitensores introduz-se mais uma ferramenta matematica: o
determinante de Van Vleck, A (z, z’), definido como:

A(z,a') = det [A%f’ (2, f‘i')} ) (4.40)

g: (z,2') = —g.% (x,2') of (z,2").

As Egs.(4.11) e (4.27) implicam que [Ag,’} = 55‘: e [A] = 1. Por outro lado, a Eq.(4.37) permite

encontrar os primeiros termos da expansdo covariante de A%, (x,2"), tal que:
’ ’ 1 7 ’ ’ -
§ =05 + R ppoT 0" +0(%). (4.41)

Utilizando a seguinte igualdade, valida para uma matriz quadrada com cujo determinante & aproxi-
madamente 1: det (1 + a) = 1 + Tr (a) + O (a?), tira-se

1 4 ’
A =1+ cRupo® o +0(%). (4.42)

35



E possivel demonstrar [55] que o determinante de Van Vleck obedece a equacéo:

1

(Do), =14, (4.43)

a qual pode ser igualmente escrita como (InA) , 0% =4 — og.

4.6 Distribuicoes em Espaco-tempo Curvo

O calculo das fungbes de Green, como visto nos capitulos anteriores, baseia-se fortemente na teoria
das distribuicées. No entanto, os métodos distribucionais utilizados anteriormente estao limitados a
espacos-tempo planos; assim, € necessaria uma generalizacdo desses métodos definindo um funcional
invariante de Dirac e uma funcdo em degrau de Heaviside num espacgo-tempo quadridimesional com
métrica ggp.

Comece-se por ter em conta o conceito de distribuicao e a definicdo de funcional de Dirac em R.

Seja f uma fungdo com dominio em R de suporte compacto. Suponha-se que existem todas as
derivadas parciais de f(xz) e que sdo continuas. Esta classe de fungbes é designada C° (R). O
conjunto C2° (R) tem a estrutura de um espaco vetorial e é designado por espago das fungdes de teste.

Define-se o funcional linear continuo ou distribuicdo como a aplicagao F : C° (R) — C que obedece
a:

1. Flaf)=aF (f),Vacc e f €CZ(R) ;
2. F(f+9)=F(f)+F(9)Vsgecem;

3. F(fn) = F(f):Vipr—recem);

Em particular, considere-se o funcional que verifica a condigao:

Es (f) = f(0), (4.44)

onde ¢ € uma fungao localmente integravel e continua em R. Pode-se demonstrar [27] que a distri-
buicdo que verifica a Eq.(4.44) é dada por:

B = [ 86 =10, (4.45)

A distribuicao F; € designada Distribuicdo Delta de Dirac gerada pela fungao generalizada §. Como
€ uso corrente, confunde-se a distribuicdo F5(f) com a fungédo generalizada ¢ (x) e, por abuso de
linguagem, diz-se que ¢ (=) € a distribuigao delta de Dirac.

Pode-se entdo definir um funcional invariante de Dirac hum espago-tempo curvo quadridimensional,
d4 (x,2"), como a distribuicdo que verifica as condigdes equivalentes a Eq.(4.45) num espago-tempo
com meétrica g.3:

/V F (@) 64 (z,2") ygd'e = f (),
[ 1@ 8@ Vgt = 1 @),

(4.46)

onde f é uma funcéo de teste®, I é uma regiéo quadridimensional que contém z’ e V’ é uma regido
quadridimensional que contém z 7.

6Note-se que f como uma funcéo de teste esta bem definida no caso de uma variedade Lorentziana pois em particular é uma
variedade diferenciavel.
7Em momento algum se tentou definir a conceito de distribuigio numa variedade. Apenas se tentou introduzir a necessidade
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As EQs.(4.46) implicam que 44 (x,2) € simétrico nos seus argumentos. Tendo em conta a Eq.(4.44)
e a identidade distribucional f (z) d4 (x,2') = f (¢) 64 (z, 2") tira-se que
Sy(x—2") d4(z—2)
6a (z,2)) = = , 4.47
4 ( ) \/jg _g, ( )
onde 64 (z —a') = 6 (2% —20) 6 (z! —2'") 6 (2® — 2’?) § (¢® — 2’®) é o funcional de Dirac quadridi-
mensional usual.

Da definicao da distribui¢ao é4 (z, '), Eq.(4.46), tira-se

Q. (z,2") 64 (x,2") = [Q.] 04 (x,2"). (4.48)

Faca-se agora o seguinte ansatz:

(go? (I’, 33,) 54 (:E7 I,));a :780/54 (177 xl) y

. ) ) (4.49)
(9 (@'s2) 81 (w,0')) = =B (w,2")

Verifique-se a primeira identidade integrando cada termo da igualdade com uma fungédo de teste
f (z), escalar em relagéo as coordenadas z:

| r@) st Vgt = @)oo a5~ faad]l = 0w (). (450
onde no primeiro passo se utilizou o teorema de Gauss. Por outro lado,
—/ f(x) Ourby (z,2") /=g diz = =04 f (2). (4.51)
\4

Portanto, a primeira relacdo das Eqgs.(4.49) é verificada. Os célculos para a segunda relagao sao
virtualmente idénticos.

De modo a introduzir distribuigdes definidas no cone de luz é necessario impingir que = € N ('), isto
€, que o ponto =’ esteja ligado a = por uma Unica geodésica.

Seja 0, (z,Y) uma fungdo em degrau de Heaviside generalizada definida de modo a ser 1 quando x
pertence ao futuro da hipersuperficie do tipo espaco X e 0 caso contrario. Da mesma forma, define-se
0_(z,X):=1-04 (x,X) de modo a ser 1 quando = pertence ao passado de ¥ e 0 caso contrario.

Pode-se entdo definir uma fungdo em degrau no cone de luz:

0y (—0)=04 (2,2)0(~0),2" €3, (4.52)

onde 0, (—o) é 1 se x pertence a I'"" (), o futuro cronolégico de =’ e, 0 caso contrario. §_ (—o) é 1
se z pertence a I~ ('), o passado cronoldgico de z’ e, 0 caso contrario. A escolha da hipersuperficie
¢ irrelevante desde que X seja do tipo espago e contenha o ponto z’. Note-se ainda que 6, (—o) +
0_(—o)=0(-0)8.

E Gtil introduzir os funcionais de Dirac no cone de luz definidos como:

54 (o) = 0x (2,%)6 (0),2 €3, (4.53)

de generalizar o conceito de funcional de Dirac para um espago-tempo com métrica g, . A ideia de distribuigdo numa variedade
pode ser vista na Ref.[36].

8Como indicado na nota de rodapé (4) a fungdo de Synge varia de sinal conforme z e =’ estejam relacionados por geodésicas
do tipo tempo, espago ou luz; portanto, 6 (—o) estd bem definido como uma fungao em degrau de Heaviside.
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tal que 04 (¢), quando visto como uma fungéo de x, tem suporte no cone de luz do futuro de 2’ e,
0_ (o) tem suporte no cone de luz do passado. Note-se que d, (o) + 0_ (o) = d (o).

As distribuigdes 61 (—o) e d1 (o) ndo estdo bem definidas em = = 2/, logo ndo podem ser diferen-
ciadas nesse ponto. Este problema pode ser evitado deslocando o por uma quantidade e positiva tao
pequena quanto se queira. Podem-se assim tomar as distribui¢cdes 01 (—o — ¢) e 61 (o + £) nos calcu-
los e no final tomar o limite ¢ — 0*. Com este deslocamento as distribuicdes do cone de luz podem ser
diferenciadas sem problemas em relagédo a o.

Por definicao, as distribuicdes 4. (o) obedecem a seguinte identidade distribucional

(c+¢€)ds(c+¢€)=0. (4.54)
Diferenciando sucessivamente a Eq.(4.54) obtém-se as seguintes identidades:

dp(c+e)+(oc+e)d(c+e) = 0, (4.55)
20 (c+e)+(c+e)d(c+e) = 0. (4.56)

Tira-se também que 0/, (—0 —¢) = 04 (,2)0 (—0 —¢) = =04 (,X)d (0 +¢) = —d4 (0 +¢), onde
se utilizou o facto que a derivada da distribuicdo gerada pela funcao de Heaviside é igual a distribuicao
0 de Dirac.

Por fim, indicam-se as seguintes igualdades

lim 6s (0 +¢) = 0, (4.57)
e—0+
lim e, (0 +¢) = 0, (4.58)
e—0+
lim 6} (c+¢) = 2wy (z,2'), (4.59)
e—0+

cuja demonstragao pode ser vista na Ref.[55], em que se utiliza o facto de as Eqgs.(4.57), (4.58) e
(4.59) serem relagbes escalares e se forem verificadas num sistema de coordenadas particular, séo
validas em qualquer sistema de coordenadas. O Sistema de Coordenadas de Riemann[55] torna a
demonstragdo muito simples; no entanto, para evitar introduzir tal sistema de coordenadas, a demons-
tracao é delegada para a referéncia indicada que cobre o assunto na totalidade.

4.7 Coordenadas Retardadas em Espaco-tempo Curvo

De modo a finalizar o capitulo e prosseguir com o estudo da self-force de origem gravitacional é neces-
sario generalizar o conceito e construgcao das coordenadas retardadas introduzidas anteriormente para
espagos-tempo curvos.

A motivacao para a introdugao destas coordenadas mantém-se a mesma: construir um sistema de
coordenadas que expresse de forma natural a relagdo causal entre um campo e a fonte que Ihe deu
origem; no entanto, ao contrario do caso de um espago-tempo plano, em espaco-tempo curvo niao é
possivel mapear todo o cone de luz pois pode existir mais do que uma geodésica que ligue o ponto de
base a um ponto no seu cone de luz. Desta forma, a definigao deste sistema de coordenada apenas
faz sentido na vizinhanga convexa de cada ponto do espago-tempo.

Considere-se uma particula que se move no espago-tempo com linha do mundo acelerada ~, uma
curva do tipo tempo descrita por relagdes z* (7), cujo vetor tangente € dado por v* = dz*/dr e 0 seu
vetor acelera¢do dado por a* = Dv*/dr.
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Seja = um ponto no espago-tempo na vizinhanga convexa de v e 8 a geodésica nula, Unica, direcio-
nada para o futuro que liga um ponto em ~, 2’ := z (1), a z.

Define-se em 2’ uma base de vetores ortonormados (eg',eg/), tal que e := v, isto &, um dos
vetores da base coincide com a quadrivelocidade da particula e os restantes vetores estao definidos
numa hipersuperficie normal a v*'.

Ressalva-se a mudanga de notacdo em comparacdo com a secgao 4.3 onde os indices a, b, ¢, etc,
variavam de 0 a 3. Nesta secc¢ao tal notagdo é abandonada pois no sistema de coordenadas retardadas
um dos vetores da base esta definido a priori, sendo os restantes vetores identificados por indices com
letras latinas que passam a variar de 1 a 3.

Os vetores da base séo transportados de Fermi-Walker ao longo de v °:

Def
dr

= (v*a, —a'v,) el ,i=0,1,2,3; (4.60)
7

como descrito no Anexo C.

Pode-se ainda definir a base do espago dual (2, e2,), com €2, = —v, € e, = §gapey .

Dada uma base em 2’ pode-se construir uma base (ef,e%) e a sua dual (e2,e2) em z fazendo o
transporte paralelo ao longo de 3. Para tal é util definir o propagadores paralelo e o seu inverso neste

sistema de coordenadas. Utilizando as Eqgs.(4.20) e (4.21) obtém-se entao:

«@ / _ « a_a
gor @ (2, 1) = —ef v + e5en,

(4.61)

/

@ N _ a0 o a
9o (z,2") =v¥ e, + €5 €.

Definidos os elementos geométricos pode-se prosseguir com a construcdo do sistema de coordena-
das.
O sistema de coordenadas retardadas é definido como:

T = TR;
3= —e%o®; (4.62)
o(x,2") = 0;

em que a Ultima imposi¢do segue do facto de os dois pontos 2’ € x estarem ligados por uma geodésica
nula.
Utilizando o facto de o  ser um vetor nulo pode-se construir a seguinte quantidade escalar

R = /62980 = vor 0. (4.63)

Em espago-tempo plano a geodésica que liga z’ a = € simplesmente uma linha reta e a fungao de
Synge é dada por o = 7., (z — 2')* (z — 2')” /2, portanto, ¢® = — (z — x’)a/. Num MCLF na linha do
mundo tem-se que: R =t —t/, ou seja, R representa a distancia no espago-tempo entre z’ e x, medida
neste referencial. Em espaco-tempo curvo a quantidade R = v,.0c® pode continuar a ser designada
como a distancia retardada entre = e um ponto na linha do mundo da particula.

Definido o sistema de coordenadas podem-se calcular as componentes de o = aoeg/ + 0% . Da

90 transporte de Fermi-Walker generaliza o transporte paralelo, onde o (ltimo apenas descreve como quantidades variam ao
longo de uma geodésica. O transporte de Fermi-Walker define a forma como as quantidades variam ao longo de linhas do mundo
de particulas aceleradas.
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Eq.(4.63) tira-se que R = —o” e das EQs.(4.62) obtém-se as componentes espaciais. Assim

’

o =R (va’ + Qaeg’) : (4.64)
onde Q% := 2% /R é um vetor espacial unitario.

Apesar de o sistema de Coordenadas Retardadas ser definido pelas Eqgs.(4.62) estas nao permitem
uma interpretagdo geométrica clara do sistema de coordenadas. Para tal, procure-se como variam as
coordenadas de um ponto de campo no cone de luz futuro de um ponto de base para variagdes desse
ponto de campo.

Mantendo a condicdo de que z’ e x estejam ligados por uma geodésica nula pode-se considerar
R () = v (2/) 0 (2, z) um campo escalar definido na vizinhanga de ~.

Suponha-se entao que se move o ponto z para z + dz. Esta mudanga induz uma variagao na geodé-
sica 3 para 8 + 43, que por sua vez provoca uma alteracdo do ponto onde a nova geodésica interseta a
linha do mundo de =’ — z’ + dz’, pois 0s novos pontos tém que permanecer ligados por uma geodésica
nula. A variagao é de tal forma que uma varia¢do ao longo de ~ é descrita por:

5% = v §1p. (4.65)

Pode-se assim calcular o gradiente de R procurando como este varia sob um deslocamento de = e,
consequentemente, de z’. A condicdo de que os novos pontos tém que estar ligados por uma geodésica
nula é expressa por:

o (' + 02,z + 0%) = 0408 + o0rdz® = 0. (4.66)

Assim,
R (z 4 6z) = R (z) + 05R6z" = v (2' 4 62 ) 00 (' + 62/, 2 + 6z) . (4.67)

Como v (' 4 dz') = v (') + v 3027 € o (&' + 02,2 + 02) = s (2, 2) + O3 0P + 00 5o’
tem-se em primeira ordem na perturbagéo:

R = Targv® + (v Gargr + 0" 9100 ) ff; (4.68)
Definindo &, um vetor nulo orientado para o futuro em z cujas componentes sdo dadas por
ko = % (4.69)
com o auxilio da Eq.(4.65), pode-se escrever a Eq.(4.66) como:
5% = =0 k027 (4.70)
Substituindo a Eq.(4.70) na Eq.(4.68) obtém-se
0gR = 0‘0/51}0/ — (Ua/gfva/v’g/ + aa/ao‘/) kg. (4.71)
Diferenciando as Eqs.(4.7) e (4.8) tiram-se as identidades:
Oapk® = ke,
Ualgkﬁ _ (,7%,’ (4.72)

a partir das quais se encontra também que aa/ﬁfua'kﬂ = 1. Deste ultimo resultado e da Eq.(4.71)
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encontra-se a importante relagao
E“0aR = 1. (4.73)

E também Util calcular a derivada covariante de k®. Para tal calcula-se a derivada covariante da
quantidade Rk« e utilizando o resultado da Eq.(4.71) encontra-se:

RE® 5 = 0ag = K0yg0" + (00gv® o + 0ara® ) kight. (4.74)

Deste resultado encontra-se que k“ satisfaz a equacdo das geodésicas para um parametro afim:
kPk*.5 = 0. Da Eq.(4.73) tira-se que o pardmetro afim é R e, portanto, um deslocamento ao longo da
geodésica 3 € dado entado por dz® = k*dR. Reescrevendo esta relagdo no sistema de coordenadas
retardadas é possivel analisar como variam as coordenadas de x para variagdes deste ao longo de S.
Tendo em conta as Eqgs. (4.65) e (4.66) encontra-se

di® = drg = —kodz®. (4.75)

Fazendo a expansao em primeira ordem de 2 e utilizando a Eq.(4.60), por os vetores da base serem
transportados de Fermi-Walker ao longo de ~, obtém-se

di® = — (Ra“ + ei,a“/;ﬁ"lfﬂ’) drp — efyo® gda”. (4.76)

A relacdo dz® = k“dR pode agora ser escrita utilizando as Eqgs.(4.72), (4.75) e (4.76), obtendo-se:
drr = 0edi® = (2*/R)dR, que podem ser integradas diretamente:

TR = constante,
(4.77)
2" =RQ" (6),

onde 64, com A = 1,2, pode ser visto como dois dngulos que parametrizam o vetor unitario Q¢
independente de R e 75.

Pode-se agora procurar o significado geométrico das coordenadas retardadas. Seja = um ponto na
vizinhanga convexa de -y descrito no sistema de coordenadas retardadas por (7r, 6, R): a coordenada
Tr Seleciona um cone de luz particular, isto é, seleciona o ponto na linha do mundo, z/, cujo cone de luz
contém z, desta forma todos os pontos ligados a =’ por uma geodésica nula tém a mesma coordenada
Tr; 0 vetor unitario Q® := /R é constante ao longo da geodésica nula que liga x a 2/, no entanto, este
¢ diferente para cada geodésica nula que parte de z’, desta forma Q2 seleciona uma Unica geodésica
nula no cone de luz de z’; a distancia retardada R seleciona um Unico ponto nesta geodésica, como
indica a Fig.(4.1).

Construido o sistema de coordenadas retardadas podem-se agora escrever as componentes de qual-
quer tensor avaliado em ~ neste sistema de coordenadas. Por exemplo, para o tensor de Riemann
pode-se escrever a componente Raouo (Tr) = Raryprerel vV el 09

Para finalizar a construgéo do sistema de Coordenadas Retardadas escrevam-se as Eqs.(4.75) e
(4.76) em termos das suas componentes no sistema de coordenadas retardadas. Para tal utilizam-se
as expansdes de 0,3 € 048, dadas pelas Eqs.(4.36) e (4.37), juntamente com as Egs.(4.64) e (4.69),
obtendo-se:

OaTR = 63 — Qe (4.78)

)

41



Figura 4.1: Representacgéo grafica do sistema de coordenadas retardadas.

1
Do = — [Raa - 57225“ +0 (723)} o+
X , (4.79)
+ [6{; + (Ra“ + 3R2S“> QO+ 6RQS;; +0 (R?)| eg,

Onde se introduziram as combinacdes

Sab (TR, 9A> = RaObO + RaOchc + RbOacQC + RacbdQCQd = Sba;
Sa (TR7 GA) = Sabe = RaObOQb - RabOchQC§ (4.80)
S (7R, 0%) = S = RaopoQ*Q";

para simplificar a Eq.(4.79)'°.

10As expressdes em termos das componentes do tensor de Riemann de S, e S foram simplificadas por invocagéo da primeira
identidade de Bianchi, a qual permite igualmente demonstrar que Rg,.qQ0Q°Q4 = 0.
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5 Forca de Reacao em Espacos-tempo Curvos

Introduzidos os conceitos matematicos esta-se em posigao de estudar os efeitos de auto-interacdo no
movimento de particulas com massa em espagos-tempo curvos.

Considera-se entdo uma particula pontual com massa m que se move numa linha do mundo v num
espacgo-tempo curvo sujeita ao seu proprio campo gravitacional mais a agao de um campo externo.

O conceito de uma particula pontual ndo faz sentido do ponto de vista da relatividade geral [36].
A dificuldade de fazer sentido de uma “fonte concentrada® deve-se ao facto de o tensor de energia-
momento associado a uma particula pontual divergir o que, tendo em conta as equagdes de campo de
Einstein, implica que a métrica associada a esse tensor de energia-momento € singular na posicdo da
particula. No entanto, se for possivel linearizar as equagdes de Einstein de modo a dissociar o problema
de determinar o campo criado pela particula e encontrar a lei do movimento, é possivel fazer sentido
do campo criado por uma particula pontual e estudar a sua influéncia no movimento da mesma.

5.1 Equacao das Ondas

Considere-se uma particula pontual com massa m que se move numa linha do mundo v num espago-
tempo com métrica g.zs.

A métrica g,s pode ser vista como a contribuigdo de um espago-tempo de fundo com métrica g, 5,
que se assume uma solucao de vacuo das equacdes de Campo de Einstein (EFE) e, uma contribuigao
devido a presenca da particula, h.s , considerando para tal que m é pequena, isto é, considerando que
a perturbacao introduzida pela particula a métrica de fundo é pequena. Assim:

Gap = .g(/lﬁ + hozﬂa (51)

com || < 1.

Apesar de se considerar que a massa € pequena ndo houve qualquer restricdo na métrica total; hqp
é a diferenca exata entre g,3 € a métrica de fundo g/, ;.

De modo a subir e descer indices tensoriais em h,s utiliza-se a métrica de fundo, tal que r*" =
g'“"g'""h.s. Tal corresponde a considerar que a perturbagdo a métrica € um campo tensorial que
se propaga no espago-tempo de fundo. De igual forma, utiliza-se em todos os calculos a conexao
compativel com a métrica de fundo, exceto indicagao contraria.

A Eq.(5.1) pode ser utilizada para calcular os simbolos de Christoffel utilizando a relagao:

1
Tas = 5976 (9as,5 + 9ps.a = Jap,s) - (5.2)

Tendo a expresséo para os Flﬂ pode-se encontrar o tensor de Ricci e o escalar de Ricci utilizando as
expressoes:
Rop = 0,175 — 05T, + T Tos —T7,T%,, 53
R=R", '

que permitem encontrar a expressao para o tensor de Einstein dado por:
1
Ga/g = Raﬂ — §gaﬂR. (54)

Pretende-se escrever o tensor de Einstein na forma:

Gap = Glhg + 3Gl 5 + AGhg, (5.5)
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em que G, zcorresponde ao tensor de Einstein do espago-tempo de fundo que, de acordo com as
EFE, é assumido anular-se pois € uma solugéo do vacuo; 6G;, ; contém a contribuicao dos termos line-
ares na métrica perturbadora, designado operador de Einstein linearizado e AG/, ; contém os restantes
termos nao lineares.

De modo a encontrar a forma explicita do operador de Einstein linearizado basta utilizar as Egs.(5.1)
a (5.4) em primeira ordem em h, . A aplicagao é direta no entanto, bastante longa; utilizou-se assim o
software Mathematica com o pacote xAct, mais especificamente, os sub-pacotes xTensor e xPert, para
fazer os célculos e obter o tensor de Einstein em primeira ordem de teoria de perturbagdes. Tendo-se
obtido

—h

a; By

1
o / ¥ ¥
5Gaf3 - _5 (haﬁR + h’y:ﬂ(x - hﬂ;()c’y

+ haﬁw;'y) +
1 s s (5.6)
/ / / 0 .

s [2HOR s+ g7 (W, = W, = s, + Ry |

Tendo em conta que a métrica do espaco-tempo de fundo é solucdo de vacuo das EFE, as quais

podem ser escritas na forma [39]:

1
Rag =87 <Ta5 - 2Tga5) 5 (57)

tira-se que R;ﬁ = 0. Assim, na Eq.(5.6) os termos que dependem do tensor e escalar de Ricci
anulam-se.
Definindo uma nova variavel

1
hag = hap — 59;5 [glw(shw] ) (5.8)

e utilizando a regra geral de comutagao de derivadas covariantes de um tensor-(r, s) [70]:

r
VQVBUJL..JT — vﬁvaUal...ar _ ZRak5aﬂUgl.-$f€71 5ok+1.4.ar+
k=1

Y1---Ys Y1---Ys 1.Ys
s (5.9)
1) 01...0,
+ Z R 'Yk‘o‘ﬁU’h-n’kal S Vi1
k=1
a Eq.5.6 pode ser simplificada, tal que:
1 - / - 1 /- _ -

0Ghs = =5 (Thap + 2R055h ") + 5 (Bl + Whe = gash™ 05 ) (5.10)

onde se introduziu o operador de D’Alembert em espago-tempo curvo O := ¢g*#V,V;, correspon-
dente ao espacgo-tempo de fundo.
Dadas as EFE na sua forma mais geral:

Gup = 87Tns, (5.11)

pode-se utilizar a Eq.(5.5) de modo a reescrever a Eq.(5.11) como

3G % =87 T7), (5.12)
com
Tof =T — AG'*P. (5.13)

Dado que o tensor de Einstein tem divergéncia nula, cada termo da expansao da Eq.(5.5) tem na-
turalmente divergéncia nula pois cada termo tem uma dependéncia diferente da métrica perturbadora.
Desta forma 6G'*” 5 = 0. Tendo este resultado em conta conclui-se que o tensor de energia-momento
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efetivo, 7%

.11 € conservado no espago-tempo de fundo, tal que:

Tefy s =0. (5.14)

€

De modo a simplificar a Eq.(5.6) pode-se utilizar a liberdade de gauge em relatividade geral. Esta
liberdade de gauge consta do facto de a métrica na Eq.(5.1) ndo definir unicamente o espacgo-tempo.
Isto &, considere-se uma variedade Lorentziana M. Dado um difeomorfismo ¢ : M — M, isto é,
uma aplicagao bijectiva diferenciavel com inversa diferenciavel que associa a cada elemento de M um
elemento de M, as métricas g.5 € ¢* g5 representam a mesma geometria do espago-tempo.

No caso da teoria linearizada, tal liberdade implica que duas perturbagées h,s e B’aﬂ representam o
mesmo fendmeno fisico se e sé se as suas componentes diferem por uma transformagao de coordena-
das [71].

A Eq.(5.6) pode entéo ser simplificada se for possivel impor a condi¢éo:

Ry =0, (5.15)

designada Condigcao ou Norma de Einstein também conhecida na literatura por Condi¢do Harménica.
Prove-se que tal € possivel.
Considere-se uma transformacéao de coordenadas

’

¥ > xC=ax%+ £~ (5.16)

Tendo em conta a lei de transformacé@o dos tensores, a métrica perturbadora transforma-se para
mudanga de coordenadas como

oz 9z
/ AN
Assim,em primeira ordem,
hag = hog = hap — &a,p — Epa- (5.18)
Utilizando a Eq.(5.8) deduz-se que
hag = hiys = hap — Ea.p — Ep.a + GapEl, (5.19)
Derivando h2,
}_l,lﬁ’o,é(x = }_lg,(x - 55’5,5' (520)

Portanto, se se impuser que &g satisfaz a condicdo
O¢s = hf (5.21)
a condicdo (5.15) é verificada. Desta forma a Eq.(5.12) reduz-se a:

Dh*? 4+ 2R, %717 = —167Tf). (5.22)
O lado esquerdo Eq.(5.22) é manifestamente linear nas perturbagdes h,s enquanto o lado direito
contém todos os termos n&o lineares.
As Egs.(5.15) e (5.22) expressam exatamente a mesma informagao que as Egs.(5.11).
Para finalizar a secgao pode-se esclarecer o significado da escolha de gauge expressa pela Eq.(5.15).
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Comece-se por reescrever a segunda identidade de Bianchi: Rso 5.0+ Rsoasiy+Rsova;p = 0, contraindo
com g9 | tal que:
Rvﬁtfﬁ;& = Rovygp — Ropsys (5.23)

que no caso da métrica de fundo g, indica que R'wm;?‘S = 0, pois o tensor de Ricci associado a
métrica do espago-tempo de fundo é nulo.

Pode-se assim tomar a divergéncia da Eq.(5.22), de modo a encontrar uma relagdo entre h*% 5 e
T;‘}@.. Por conseguinte, tira-se:

Oh? 5 = —167T Ly s (5.24)

A Eq.(5.24) demonstra explicitamente que a conservacio de energia-momento implica a condicdo
de gauge adotada, da mesma forma que a condi¢ao de gauge da Eq.(5.15) implica a conservagéo de
energia-momento, portanto, as duas imposigdes sao equivalentes.

A separagdo das EFE numa equacgédo das ondas e uma condicdo de gauge diretamente ligada a
conservagao de energia € uma ferramenta extremamente poderosa. Esta separacdo permite dissociar
o problema de obter as componentes da métrica perturbadora, h.g € determinar o movimento de uma
particula.

A separacao permite resolver, independentemente da escolha de gauge, a equacao das ondas para
uma particula que se move numa linha do mundo ~ arbitraria; a linha do mundo da particula é entéo
determinada ao impor a condigdo de gauge da Eq.5.15. Este facto deve-se a se poder definir a fonte
Tg?f na Eq.5.22 para uma linha do mundo arbitraria sem ter que se impor de antemao que o tensor de
energia-momento efetivo tem que ser conservado, isto €, sem ter que se impor que a linha do mundo
v tenha que ser uma geodésica no espaco-tempo perturbado ''. Desta forma ao resolver a Eq.5.22
obtém-se h,g como um funcional de uma linha do mundo arbitraria; como impor a condi¢éo de gauge
da Eq.5.15 é equivalente a impor a conservagao do tensor de energia-momento efetivo determina-se a
linha do mundo da particula forcando-a a ser uma geodésica no espacgo-tempo perturbado cuja métrica
pode ser entdo totalmente especificada.

5.2 Formulacao Integral das Equacoes de Campo

Dado que é possivel calcular as componentes da métrica perturbadora £, 3 sem saber a linha do mundo
da particula previamente, pode-se comegcar por procurar solugdes para Eq.(5.22). Para tal, é dtil utilizar
a ideia introduzida na Ref.[65]: apesar das EFE serem nao lineares, pode-se considerar que cada
elemento de massa que contribui para o tensor de energia-momento T,z contribui de forma linear
para 0 campo g3, isto é, cada elemento de massa contribui para tensor de energia-momento, tal que:
Top — Tup + 6Twp, que, devido as EFE, implica uma variagdo na métrica: gog — gas + 09.. Esta ideia
corresponde a considerar que a influéncia das varias fontes no espago-tempo é propagada linearmente
no espaco-tempo total cuja estrutura depende da contribuicdo das varias fontes.

Esta ideia foi assumida sem explicagdo ao escrever a Eq.(5.1); de facto, se a influéncia de cada fonte
for suficientemente pequena, isto €, se a massa de cada particula considerada for suficientemente
pequena para que a perturbacdo que esta induz na métrica do espaco-tempo de fundo seja pequena,
nao existe qualquer perda de generalidade na forma da Eq.(5.1).

Percebe-se também o porqué da limitag&o de a métrica de fundo, g;,; ser uma solugéo de vacuo das
EFE. Suponha-se o oposto, que a estrutura do espago-tempo de fundo era definida por uma dada dis-
tribuicdo de matéria para além da particula pontual. Ao se adicionar a particula pontual esta vai alterar

A afirmacio de que a conservacéo de energia-momento implica que a linha do mundo da particula é uma geodésica sera
demonstrada mais a frente neste capitulo.
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a estrutura do espago-tempo e é necessario resolver um sistema de equacdes de forma consistente de
modo a contabilizar as influéncias da particula pontual na distribuicido de matéria e vice-versa. As equa-
¢Oes continuam a poder ser linearizadas mas o problema torna-se consideravelmente mais complicado,
sendo assim evitado ao se assumir que a métrica de fundo é uma solugao de vacuo.

Tendo isto em consideragao, a solugao da Eq.(5.22) pode ser escrita formalmente [65] como

heP (z) =4 / Gy (2,2 TS (2') /—g'd e, (5.25)

onde o fator 4 foi introduzido por conveniéncia futura e G5 (z,2'), que pode ser visto como uma
funcao de Green, representa um funcional que depende da prépria métrica, diferindo assim das teorias
lineares em que a fungédo de Green esta definida a priori. Desta forma a Eq.(5.25) representa sem
perda de generalidade a solugdo da Eq.(5.22)'2.

Substituindo a Eq.(5.25) na Eq.(5.22) e tendo e conta a definicdo do funcional de Dirac invariante
dada pelas Eqgs.(4.48) tira-se que a funcdo de Green tem que satisfazer:

OG5 (a,2") + 2R, %P GV 5 (2,2') = —4mg, @ (x,2") g5 (z,2) 64 (,2"), (5.26)

de modo a que h*? verifique a Eq.(5.22). Os propagadores paralelos foram introduzidos no lado
esquerdo da Eq.(5.26) de modo a manter a estrutura de indices tensoriais correta.

5.3 Construcao das Funcoes de Green

Pode-se decompor a solugao elementar G5 (z,2') em fungdes de Green avangada Gjﬁwf (x,2"),
que é nao nula se x estd no passado causal de 2/, e retardada G‘}f,y/(;/ (z,z'), que € ndo nula se x
esta no futuro causal de z’. Esta decomposicéo é Unica na vizinhanga convexa do ponto base devido a
unicidade do problema de Cauchy nessa vizinhanga [65]; dessa forma de modo a encontrar uma forma
explicita da fungcao de Green assume-se que = se encontra na vizinhanga convexa de z'.

Como feito anteriormente ignora-se a solugao avangada por esta nao ter significado fisico dada a sua
direta violagéo do principio da causalidade.

Pode-se fazer o seguinte ansatz para a forma da funcao de Green:
G%B,Y/(;/ (.’L’, J}/) = U(XB,YI(;/ (.’L‘,IL’/) 6+ (U) + V(XB,Ylél ({E’;j(}/) €+ (—0’) s (527)

onde §4 (o) e 6 (—o) s@o as distribuicdes no cone de luz introduzidas anteriormente e U*? .5/ (, 2')
e VoB_ .5 (z,2') sBo bitensores que se assumem infinitamente diferenciaveis.
Repare-se que na Eq.(5.27) se assumiu uma contribui¢&o do interior do cone de luz, o termo V@, (z,2') 04 (—0o).
Esta contribuigdo deve-se a poderem existir efeitos difusivos na propagacgéo da interacao, isto é, conta-
bilizar que possam existir sinais que nao mantém a forma a medida que se propagam formando caudas,
sendo este efeito equivalente a uma propagagao no interior no cone de luz [67]. O efeito deste termo
é representado na Fig.(5.1), que mostra que o potencial num ponto de campo x depende de toda a
historia passada da particula.
A forma da Eq.(5.27) é de alguma forma ad hoc mas na realidade ndo existe nenhum problema em
considerar a forma mais geral possivel para a fungao de Green.

2Na realidade a solugdo mais geral seria adicionar a contribuicdo de um termo de superficie de modo a considerar as contri-
buigdes vindas do exterior do volume. No entanto, no caso abordado, esse termo pode ser omitido pois ndo sdo contabilizadas
mais fontes para o campo gravitacional, para além da particula pontual que se move num espacgo-tempo de fundo.
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Figura 5.1: Representagao da fun¢do de Green Retardada.

Continuando, de modo a manipular convenientemente a funcao de Green adiciona-se uma pequena
guantidade ¢ positiva a 0. Tomando o limite quando ¢ — 0" da expresséo:

G i (,2') = U s (2,2) 64 (0 4 €) + VP g (2,2) 0,4 (0 — &), (5.28)

recupera-se a funcao de Green.
Substituindo a Eq.(5.28) no lado esquerdo da Eq.(5.26) e tomando o limite obtém-se:

OGY s (2,2') + 2R, %P G s (w,2') = —Amdy (2,2 ) U 5 + 8, (0) {207 50007 + (07 — 4) U 150}
+84 (0) {2V 5007 + (2 - a7) VP e+ 00U 5
+2R, U 5} + 04 (—0) {0V s + 2R,V s}

(5.29)
onde se utilizaram as Eqgs.(4.7), (4.54)-(4.59) na simplificacéo.
Comparando com o lado direito da Eq.(5.26) tiram-se as relagdes:
(U5 5] = 64 65); (5.30)
20 5007 + (07 —4) U 5 = 0; (5.31)
que determinam U4 ..5/ (x,2'),
_ 1 ~ 1
VP 5o + 5 (7 -2 Vb s = 5 QU5 + 2R, *5PUP Ls)| (5.32)
o=0
que determina V*#_.s (x, 2'), a restrigio de V%5 ao cone de luz o (z,2') = 0; e
OV, s + 2R, %PV 5 = 0; (5.33)

que determina V*#_.s (z,2') no interior no cone de luz.
E possivel prosseguir e integrar as equacdes encontradas para os bitensores U By e VP s e
obter a sua forma aproximada perto da coincidéncia.
A Eq.(5.31) pode ser integrada ao longo da geodésica Unica 8 que liga =’ a z. Esta geodésica
€ parametrizada por um parametro afim ), tal que um deslocamento ao longo § é descrito por dz® =
(0% /) d), de acordo com a Eq.(4.5). Assumindo que U%?.,5:., (z,2") pode ser posto na forma U®?..s: (z,2') =
g, g% s U (x,2") podem-se escrever as Egs.(5.30) e 5.31 como:

U] =1, (5.34)
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d
)\a (2InU —InA) =0, (5.35)

onde se utilizou a Eq.(4.43) de modo a escrever o termo o — 4 = —A~1A 0%

Tira-se da Eq.(5.35) que U?/A é constante ao longo de 3, portanto, tem que ser igual ao seu valor
em 2’ U?/A = [U?/A] = 1, por virtude da Eq.(5.34) e da propriedade [A] = 1 do determinante
de Van Vleck. Dado que esta relagao tem que ser valida para qualquer geodésica que parta de 2/,
pois o ponto z € N (2') ndo foi especificado, tira-se que a solugdo Unica das Egs.(5.34) e (5.35) é
U(z,2') = AY? (z,2'), ou seja,

UP s (x,2") = g% (,2") ¢V i (x,2") A2 (2, 27) . (5.36)

Utilizando o método de expansao covariante introduzido no capitulo anterior a Eq.(5.36) perto da
coincidéncia reduz-se a:
U 5 =g gVs (1+0 (M), (5.37)

onde se considerou a Eq.(4.27) e a expansdo /1 -+ = 1+ 2/2 + O (2?) para calcular a expansdo
perto da coincidéncia de A'/? (z, 2’) a partir da Eq.(4.42); nao existindo termo de ordem A2 pois o tensor
de Ricci do espaco-tempo de fundo é nulo em todo o espacgo-tempo, em especial em z’.

Diferenciando a Eq.(5.37) obtém-se perto da coincidéncia:

1 / 77 / i / ’
U s = 590907 9" o (RSl + Bl dll ) o +0 (32), (5.38)
onde se teve que expandir até primeira ordem pois o coeficiente de ordem zero anula-se por con-
sequéncia da Eq.(4.28).
Diferenciando a Eq.(5.38) e tendo em conta as propriedades do tensor de Riemann tira-se que
[U*P 151, € anti-simétrico no ultimo par de indices, portanto:

QU 5] = 0. (5.39)

Da mesma forma pode-se integrar a Eq.(5.32) ao longo de cada geodésica que gera o cone de luz
o (z,2’") = 0. O valor inicial é obtido tomando o limite de coincidéncia desta equagdo. Utilizando as
Egs.(4.9), (5.30) e (5.39) e o resultado [07] = 4 tira-se

1 ’ ’ ’ ’
[VQB,Y/(;/:I = 5 (Ra ,Y/’B 5+ RB ,Y/a 5/) . (540)

Em sumula, a funcao de Green Retardada pode ser decomposta na forma mais geral possivel dada
pela Eq.(5.28) assumindo-se a contribuigdo de um termo U5/, com suporte sobre no cone de luz
o (z,2'); e umtermo V?_, 5, com suporte no interior do cone de luz. Resolvendo a Eq.(5.31) com condi-
¢coes a iniciais dadas pela Eq.(5.30) é possivel determinar explicitamente a componente U*? .5/ (., 2'),
Eq.(5.36). As Egs.(5.32) e (5.33) permitem determinar V7.5 (x,2'), a restrigdo de V? 5 (x,2') a0
cone de luz; estes valores podem entéo ser utilizados como condi¢des iniciais para a Eq.(5.33) e de-
terminar VA5 (z,2'). Apesar de este ndo constituir um método pratico para determinar o bitensor
VB s (z,1'), estas consideragdes indicam que V?_; (z,2') existe e é Gnico por unicidade do pro-
blema de Cauchy.

Nao é de mais realcar que toda a construgao feita nesta secgao é valida apenas na vizinhanga normal
convexa de x’.
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5.4 Dinamica de uma Particula Pontual em Espaco-tempo Curvo

Obtida a forma da fung¢ao de Green que aparece na Eq.(5.25) poder-se-ia tentar integrar a equagao
de onda, Eq.(5.22), para um dado tensor de energia-momento. No entanto, apesar de a formulagao
feita até agora ser exata, qualquer tentativa de resolugdo desta equacao tem que ser feita utilizando
um meétodo iterativo. Aqui reside a Unica fonte de aproximagéo no tratamento feito ja que o nimero de
iteracdes envolvidas na integragédo da equagao das ondas é necessariamente finito.

Um método baseado no facto de a massa da particula ser assumida pequena, de modo a que a
perturbacao induzida na métrica de fundo seja pequena, é sugerido pela teoria pés-Minkowskiana [72].
O método consiste em fixar na primeira iteracéo a geodésica e substituir haﬁ =0em T;’}Bf, em seguida
avalia-se o integral na Eq.(5.25), considerando apenas a fungao de Green retardada pelas razées indi-
cadas anteriormente, retornando a aproximagao em primeira ordem 1%° [y] = O (m) para a métrica per-
turbadora. O processo entao repete-se, substitui-se B“B em T" i e integrando novamente a Eq.(5.25),
obtém-se a aproximag&o em segunda ordem hy” [y] = O (m,m?) e assim sucessivamente até se obter
a aproximag&o de ordem n: h&” [y] = O (m,m?,..m"), desejada. Obtida 1% basta fazer a substituigao
na Eq.(5.15) e determinar a linha do mundo em ordem m™.

Descrito o método é natural que se procure a sua implementacdo em primeira ordem em m. Entao,
como indicado, fixa-se a linha do mundo da particula e assume-se a perturbagéo nula; desta forma
AG? =0 e por conseguinte, T}y = T'7.

Para continuar é entdo necessario escrever o tensor de energia-momento para uma particula pontual

num espago-tempo curvo. Comece-se por escrever a agao de uma particula livre num espago-tempo:

Sparticula = —m/ ds = —m/ V= GuTHTV dA, (5.41)
¥ ¥

com ds? = Guvdxtdz”.
A acédo da Eq.(5.41) pode ser escrita em termos de uma densidade Lagrangeana £ tendo em conta
que p — mdy (z* () — z* (A)) no caso de uma particula pontual. Assim:

Sparticula = —TTL// V4 —guui“i”&; (xll« —z¢ ()\)) d)\d4l' (542)

O tensor de densidade de energia-momento 727 = \/—¢T*? pode ser obtido a partir da relacéo

oL
8904[3 ’

TP =2 (5.43)

com a densidade Lagrangeana £ dada por
L= —m/ =G @HEV oy (ah — 21 (X)) dA. (5.44)
vy

Escrevendo g,, = 9°,.9” . 9.5 pode-se entdo diferenciar diretamente a Eq.(5.44) e obtém-se o tensor
de energia-momento para uma particula pontual:

T
T8 (z) = m / 99”22 dA. (5.45)

V4 g,wz“z

Obtida a forma do tensor de energia-momento efetivo, em primeira ordem, pode-se entdo substituir
na Eq.(5.25), tal que:
heP (x) = 4m/G‘IJ‘%BW (z,2) vMo¥dr, (5.46)
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de onde se obtém a métrica perturbadora vélida em primeira ordem em m.

Encontrada a expressao para o tensor de energia-momento para uma particula pontual pode-se
agora procurar como a equacdo do movimento depende da métrica do espago-tempo. Foi indicado
anteriormente que a conservagao de energia-momento implicava que o movimento de um dado corpo
seria uma geodésica no espaco-tempo; verifique-se que assim é. Tome-se a divergéncia da Eq.(5.45):

a B spsv
Vo7 = m / v, [W&; (W)} i
Yy

/_guyzu;;,l/

5 5 (5.47)
9 ug iz 9o ug i
= 1) d\ 504 ( dA,
m/ NeweE ] 4 (z,2) +m/ quzﬂz” 4 (2, 2)]
onde se utilizou a regra do produto de modo a obter os dois termos.
Mas, utilizando a Eq.(4.49), a divergéncia da Eq.(5.45) é também dada por:
VTaﬁ_m/V Mé (z,2)| d\ =
R Ve =
(5.48)
g HZI / g HZ“ v
= \Y v04 (2, 2) dX — v [04 ( dA.
m/ ’ [ _QMVZHZV] 1) " V = GurEHEY +(@2)
Desta forma tira-se que
B zmg a o8 v
I v G s dr=— /Mv 5 dX 5.49
\/W 41‘2)] m'y\/W 5[4(1‘,2)} ) ( )
ou seja, este termo é igual a zero. Portanto,
VTaﬁ—m/V M(S(J‘z)d/\—
(5.50)
T dx / G, (68,2 04 (w,2)dA = 0
m/ ) [ _g Z“ZV] (54(1‘,2) +m \/W [g ve ] 4(1},2) ;
onde a ultima igualdade surge da imposi¢do de conservagao de energia-momento.
Tenha-se em conta o segundo termo da soma da Eq.(5.50):
%Vg (97,27 64 (z, 2) dA= 9 ut — P 5276 (2, 2) dAF
v G EREY ¥V _nguzl’ ’ 7 (5.51)
" .
9t 2Y] 64 (z,2) dA.

\/Wg”

Os resultados das Eqgs.(4.28) e (4.48) implicam que o primeiro termo da soma é zero. O segundo
termo é igualmente nulo pois a derivada covariante € tomada num ponto de campo z no entanto, z”
representa o vetor tangente a linha do mundo da particula num ponto z (), que em nada depende do
ponto de campo considerado. Esta consideragao permite entao concluir

a L
VT = m/ d% [W] 04 (z,2) dA =0, (5.52)
v

/,g‘uuzuzu

de onde se tira
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= kzH, (5.53)

com

D __
k= Wa\/ —gHVZ“Z . (554)

A Eq.(5.53) ndo é mais que a equacdo da geodésica numa parametrizacdo nao afim, concluindo-
se que a conservagao de energia-momento implica que a linha do mundo de uma particula é uma
geodésica no espacgo-tempo. Com este resultado pode-se agora perceber o porqué do esforgo para
manter uma formulagao exata do problema do movimento de uma pequena massa num espago-tempo
de fundo, apesar de depois apenas se tentar calcular a métrica perturbadora em primeira ordem em m.

Suponha-se que se partia de uma formulagao linear tomando & partida AG*® = 0 na Eq.(5.12).
Como 6G*P.5 = 0 tem-se entdo que T'aﬁ;g = 0. Este resultado implicaria que a linha do mundo da
particula tem que ser uma geodésica no espago-tempo de fundo e portanto, ndo existiria qualquer efeito
de self-force. Mas entdo, o que difere de tomar posteriormente apenas o termo linear na expanséo ou
partir diretamente de uma teoria linear? Para responder tem que se analisar a expanséao feita. Ao
se considerar uma expansao usual, assume-se que toda a dependéncia da pequena quantidade m é
expandida em poténcias:

Z m Y (x (5.55)

O método introduzido no inicio desta secgao, por outro lado, induz uma série de poténcias em que
cada termo da expanséo hg’ﬁ) mantém uma dependéncia na linha do mundo e portanto, uma dependén-
cia de m, tal que:

(oo}
m) = Z m"h((fﬁ) (x;v (m)). (5.56)
n=0
Esta entao explicado o porqué de manter a formulagao exata até esta secgéo.

Por fim, podem-se escrever as equagdes do movimento da Eq.(5.53) em termos da métrica do
espaco-tempo de fundo. Para tal é necessario definir a relagdo entre as conexdes da métrica do
espago-tempo total g.s € da métrica g,,;. Seja V, a conexao associada a métrica g.s e V'a a co-
nexao associada a métrica g;, ;. Pode-se definir um tensor C tal que:

(v, - ¥, ) v =cg v’ (5.57)
Na Ref.[71] é deduzida a dependéncia das componentes de C' em termos de g,3, tal que:

@ 1 o ’ ’ /
Chy = 99 ’ (v/ig"/& + V. 985 — V&Q/Bv) : (5.58)

Escrevendo a métrica do espago-tempo total como
9op = Gop + hap + O (M?), (5.59)

e substituindo na Eq.(5.58) obtém-se, em primeira ordem, Cg. = 2 (g + h%4;5 — hpy ™), €M que
as derivadas covariantes séo relativas a métrica do espago-tempo de fundo. Pode-se entao reescrever
o lado esquerdo da Eq.(5.53) como

Dzt Dot L1
dr — dr 2

(W sy + h¥ = By ) 007 4O (m?) (5.60)
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onde se escolheu como parametro da geodésica o tempo préprio = medido no espago-tempo de
fundo.
Tendo em conta a expansdo na Eq.(5.59) a Eq.(5.54) é dada simplesmente por:

1
k= —§hw:pv”1ﬂv” — hyyvYa” + O (m2) , (5.61)
onde se utilizou a expansao do logaritmo: In (z) = (z — 1) + O (2?) e a* = D'v* /dr.
Juntando os resultados das Eqgs.(5.60) e (5.61) obtém-se a equacao do movimento:

1 .
at = —3 (h* ey + R — hyy ™+ 0F Ry p0P) 0707 — hypv¥a? + O (m2) ) (5.62)

Tendo em conta a Eq.(5.62) tira-se que em primeira ordem de teoria de perturbagdes a quadriacele-
racao é de ordem m, assim pode-se escrever a equagao do movimento, valida em primeira ordem de
teoria de perturbagdes, como:

1 ‘
@ = —= (WP + By — By 0P Ty o) 0707 (5.63)
9 el Y5 v VP

Todavia, a Eq.(5.63) é valida apenas formalmente. Os potenciais obtidos da resolucdo da Eq.(5.46)
divergem na linha do mundo da particula. Para fazer sentido destas equacgdes é necessario regularizar
os potenciais, isto é, é necessario fazer sentido do potencial para uma particula pontual no espago-
tempo.

5.5 Potenciais Retardados

Dado que a funcdo de Green retardada na Eq.(5.46) é valida em todo o espago-tempo de fundo, esta
equacao descreve a perturbacédo no espacgo-tempo originada pela particula em qualquer ponto z. Como
visto anteriormente, na vizinhanga convexa de z’ é possivel encontrar uma forma concreta para a
equagao de Green. Pode-se entdo especializar a Eq.(5.46) no caso de um ponto z perto da linha do
mundo. Suponha-se também que ~ atravessa a vizinhanga convexa deste ponto, N (z) e, 7« indica o
valor do tempo préprio a partir do qual v entra em A (z) vinda do passado e 7~ o valor do tempo préprio
a partir do qual  sai de NV (z) em dire¢do ao futuro, isto é, z (u) € N (z) V 7« < u > 7. Desta forma
a Eq.(5.46) pode ser separada em trés contribuigbes, tal que:

_ T< T>
hP (x) = 4m/ G%BW (x, 2) v*o¥dr + 4m/ G%ﬁw (z,z) v*v¥dr +
T e = (5.64)
+ 4m/ G . (x, 2) vV dr,
>

onde se omitiu o indice em h*? (x) para n&o saturar a notagéo, ficando entédo implicito que a Eq.(5.64)
¢é valida em primeira ordem de teoria de perturbacdes.

O terceiro integral anula-se dado que x estaria entéo no passado de z (1) e portanto,G%B,w (x,2) =0.
A segunda integracdo é feita na vizinhanga convexa de x logo é possivel expressar a fungao de Green
na forma da Eq.(5.27):

T

/ G (x, 2) v oY dr = / U*P ., (z,2") 64 (o) v”v”dT—l—/ VeP L (z,2)) 04 (—o) v'v”dr. (5.65)

T< T<

De modo a avaliar os integrais na Eq.(5.65) é util utilizar as coordenadas retardadas descritas an-
teriormente. Considere-se 2’ := z (7r) 0 ponto de intersegdo entre v e o cone de luz passado de z.
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Pode-se entao alterar a variavel de interacao de 7 para o, para tal, tem que se calcular a variagéo da
fungéo de Synge ao longo da linha do mundo:

do =0 (z,2+dz) — o (z,2) = o,0tdr, (5.66)

utilizando o resultado da Eq.(4.65). Repare-se no entanto, que esta variacdo nada tem a ver com
a variagao feita anteriormente na constru¢do das coordenadas retardadas. Apenas se procurou como
varia a fungcao de Synge para uma variagao de um ponto ao longo da geodésica mantendo o ponto de
campo z constante.

Desta forma o resultado da primeira integracdo é obtido simplesmente por aplicagdo das proprie-
dades da funcao delta de Dirac e na segunda integragao o limite superior € alterado pela fungdo em
degrau; juntando estes resultados obtém-se:

T 4 ’ 7 TR
he? (x) = %Uaﬁ,w;/ (z,z") v v® + 4m/ VoB L, (z,2) vto¥dr +
. < (5.67)
+ 4m/ G (x, 2) vV dr,
— 00

onde R representa a distancia invariante de =’ a = definida na Eq.(4.63).

Como indicado na Eq.(5.63) a aceleracédo da particula depende da derivada covariante da métrica. E
entdo necessario tomar a derivada covariante, V;, da Eq.(5.67); no entanto, tem que se ter em conta
que uma variagdo do ponto de campo z implica uma variagdo do ponto de base 2’ dado que estes
estdo relacionados pela relagéo o (x, z’) = 0. Assim, por exemplo, a variagdo do bitensor U*? .5/ (z,z")
é dada por 6U? 15 = U 15,027 + U*P 5.0 §7r, de acordo com a Eq.(4.65). Por outro lado, nos
calculos ignoram-se todos os termos em que a aceleragédo venha multiplicada pela massa da particula
pois apenas se procura a aproximacao de ordem m e como visto na Eq.(5.63) a aceleragao é de ordem
m. Desta forma:

= 4dm ’ ’ 4dm ’ ’
haﬁ;’y (:C) = —@Uafga/ﬁ/va P 87R+ %Ua[m/g/wva P +

+ 4mVa5a/5/v“/v’8/8wTR + Bg‘%i“ (x),

4dm ’ ’ ’
—U 80 r ¢ ’U’B vV O, TR+
R Ba’' By ol (5.68)

onde o quarto termo da soma aparece da aplicagao da férmula integral de Leibniz e

- TR ’ < ’
hz‘}};da (x) = 4m/ V,‘{Voéglw (l‘, Z) vHovVdr + 4m/ V'yGRaﬁ#V (1'7 Z) vHovdr
= - (5.69)

TF_E ,
= 4m/ V., GRapuv (z,z) v*v¥dr,

onde na segunda igualdade se alterou o limite superior da integragdo de 7,; = 7r —¢, em que € € uma
quantidade positiva infinitesimal, para evitar o comportamento singular da fungéo de Green no cone de
luz o = 0.

Finalmente esta-se em posigao de utilizar o sistema de coordenadas retardadas e expandir .., ()
em poténcias de R. Para o efeito tem que se decompor o campo numa base ortonormada (e, e%)
definida em xz, que se obtém por transporte paralelo da base ortonormada (va', eg/) definida em 2/, ao
longo da geodésica nula, Unica, que liga z’ a =, como indicado no capitulo anterior.

Para tal sdo necessarios os resultados

Uagarprv™ 0% = g% (ag” ) [tarvp + O (R%)] (5.70)
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que segue da Eq.(5.37);

Uapargrinv™ o = g (agﬁ 59" ~ {*R (Ra’O’y’O + Ro/O’Y/de) vg 4O (RQ)] J

¢ , . , (5.71)
Uagargriy'v™ v = g“ (agﬁ B) {RRa'OdonUﬂ’ + 0 (Rz)} )
que se obtém diretamente das Eqgs.(4.64) e (5.38); e
Vapasro” v = g 906" [Baropro + O (R)] (5.72)

que segue da expansado covariante do bitensor V,ga/5 (z', ), em primeira ordem, utilizando para o
efeito o resultado da Eq.(5.40).

Sera ainda necessério encontrar as componentes dos gradientes de 7z e R neste sistema de coor-
denadas. O primeiro, d,7r, € dado pela Eq.(4.78); de modo a encontrar o gradiente de R utiliza-se a
relacdo 0, R = Q,0,%* e a Eq.(4.79), que permitem deduzir:

OaR = — {Ra“Qa - %RQS +0 (R?’)} el +
. . (5.73)
+ [(1 + RapQ’ + 3R25> Qq + 67225@ +0 (R | e

em que se podem ignorar os termos que dependem da aceleragao, a,, pois na Eq.(5.68) 9, R vem
multiplicado pela massa da particula.

Juntando estes resultados, a Eq.(5.68) permite escrever as varias componentes de h.s., (r) em
coordenadas retardadas. A sua dedugao é, no entanto, de alguma forma extensa dada a quantidade de
termos na Eq.(5.68), no entanto, a aplicagéo é bastante direta, havendo muitos termos que cortam no
decorrer da dedugéo. Sdo entdo omitidos os resultados intermédios e obtém-se as expressoes finais:

hooo (TR, R, Q) := Bam (z) €§ (z) ey (z) €f (x) = 2mRyp,Q°Q° + h§au® + O (R) ;
hobo (TR R, Q%) = hagppy (2) €§ (2) €] (2) €] () = —4mRy,00° + h§iu™ + O (R)
ab0 (TR R, Q%) := hagpsy () €2 () € (2) €] (x) = 4mR gy + 382 + O (R) ;
oc (TR, R, Q%) = hagy (2) €f (x) €} () €] ()
1 1 ! 1 g 1 cau a
= —4m |:<W + gRa()b()Q Q > Qe+ choonb - chaObQ Qv (]()cd +O(R);

BObc (TR, R, Q%) := BQBW (z)eg (x) 65 (z)el (z) =
=2m (3;000 + Réochd + R;0d09d90> + et + O (R);
habe (TR, R, Q%) := hagyy (2) €3 (2) € (2) €] (x) = —4mR 0500 + h§at® + O (R) ;

‘ (5.74)

onde, por exemplo, R, (Tr) = Ry p5es 07 el v’ e heguda — heguda, o e?'v7' representam as

componentes do tensor de Riemann e da contribuicdo do interior do cone de luz, respetivamente,
avaliados em =’ = z (7R).

Como esperado, a deformacgédo do espago-tempo causado por uma particula pontual diverge. Pode-
se ainda assim tentar fazer sentido dos resultados obtidos na posicado da particula pontual; para tal
pode-se tomar a média das varias componentes da métrica ao longo de uma superficie-2 com coorde-
nadas 7z € R constantes, S (7, R):

1

<Babc> (TRyR) = —

Babc (TR7 R7 QA) dA) (575)
A S(tr,R)
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onde nesta expressao especifica se alterou a notagédo e a,b,c = 0, 1,2, 3. Estas médias correspon-
derao ao valor médio do campo a uma distancia fixa da linha do mundo medido por um observador que
se move num referencial momentaneamente em movimento com a particula.

A superficie S (7r,R) € mapeada pelos angulos 4 utilizados para parametrizar o vetor 2. Uma
escolha candnica para esta parametrizagéo é Q% = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin @, cos 6).

E atil introduzir as quantidades Q¢ := 0N /004 e Qup = 52405, que atua como métrica do
sub-espaco gerado pelas coordenadas angulares. Destas definicdes obtém-se a seguinte identidade
Q4 = 5,,0480%, a qual obedece a relagdo Q401 = 58 — QQ,.

Resta entéo calcular a métrica induzida na superficie S (rr, R). Para tal. é necessario inverter as
Egs.(4.78) e (4.79) em fungdo dos vetores da base e entdo escrever as componentes da métrica. Tal
inversao é trabalhosa e muito longa sendo a demonstracao remetida para a Ref.[55]. A métrica induzida
em S (tr, R) vem entédo dada por:

1
ds* = R? {QAB — 57225@9319’)3 +0 (R3)] do*ag”. (5.76)

A partir da Eq.(5.76) pode-se encontrar a expressao para o elemento de area em coordenadas retar-
dadas:

dA = R? {1 - éRZ (S —S)+0 (Rﬂ dQ

(5.77)

= R? {1 - %R2 (Rop + 20,27 + R, Q") + 0 (R3)] dQ)

onde, na Gltima igualdade, se utilizou R, s.sv*v?v7 = 0, que resulta da primeira identidade de Bianchi;
e dQ = V/Q4pd64dh" representa o elemento de angulo sélido - na parametrizagao canonica é dado
simplesmente por d) = sin #dfdp. Dada esta parametrizacdo é bastante direto verificar os seguintes

resultados: )
— @ Q0= 0;
47 yg ’

1 1
— @ QPO = —5;
4 37

1
—%Q“QbQCdQ =0;
47

(5.78)

que podem ser utilizados para obter A = 47R? {1 —iR? (R'OO + R;bQ“Qb> +0 (R3)} = 471R? +
O (R?3), em que a ultima igualdade surge do facto de a métrica de fundo ser solugéo de vacuo das EFE.

Utilizando a Eq.(5.75) de modo a tomar a média de cada uma das componentes das Egs.(5.74)
encontram-se 0s seguintes resultados:

(hooo) = h3E™ + O (R);
<B0b0> = hige* + O (R);
(havo) = 4mR:1ObO + A + O (R);
(hooe) = hi5e™ + O (R);
(hove) = 2mRygeq + 52 + O (R);
(Pave) = higi®™ + O (R).

(5.79)

Os resultados da Eq.(5.79) verificam no limite R — 0 a média do campo gravitacional é regular. Como
nota, o que foi feito pode ser visto como batota dado que a média do campo numa superficie em torno
da particula com coordenadas 7 € R constantes ndo é o campo sentido por uma particula pontual, até
porque foi provado que tal campo é singular na posi¢ao da particula. No entanto, como indicado ja no
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primeiro capitulo, uma particula pontual tem que ser vista como uma distribuigdo de fontes cujo volume
tende para zero; o tratamento feito corresponde de alguma forma a essa ideia mantendo a sua validade
do ponto de vista fisico.

Tendo em conta os resultados da Eq.(5.79) e a relagdo 6%, = —v® vz + eg’eg, pode-se reconstruir o
campo em z’ a partir das suas componentes, tal que:

<}_7’(J¢'ﬂ/’y'> = —4m (U(QIR/B/)(S/"/IP/ + R(X/(S'B/p'v"//) '()6 P + }_lfﬁg/df;/, (580)

onde o termo hZ4l, é dado pela Eq.(5.69).

5.6 Equacao do Movimento

Finalmente esta-se em posicao de encontrar o campo criado por uma particula pontual que se move
num espago-tempo de fundo com métrica g;,5, a qual € solugéo de vacuo das EFE e, a partir da
Eq.(5.63), determinar a equag¢do do movimento da particula.

Comece-se entdo por determinar o campo criado pela particula. Para tal tem que se inverter a
Eq.(5.8), sendo util o resultado Bg = —h!, que se tira da mesma equagdo. Obtém-se entdo h,, =
huw = Gy (g;aﬁ76) /2, que por conseguinte implica:

_ 1/, =
h;n/;/\ = huu;)\ - iguyhg;)\- (581)

Ao Substituir as Egs.(5.69) e (5.80) na Eq.(5.81) tirar-se:

reg __ ! / 6,.p cauda .
huu;k = —4m (U(MRV)(FA[) + R/L(Su;ﬂ))\) CACi h’/w)\ ’

(5.82)

’

R, 1 ,
e =t [ 9 (G =y G ) (20,2 () 0¥ (7)o ()

onde se escreveu hffyg , Ppara indicar o campo regularizado através das medias feitas na secgéo an-
terior. Repare-se que na Eq.(5.82) todos os tensores séo para ser avaliados num ponto arbitrario z (1)
da linha do mundo.

Antes de substituir as Egs.(5.82) na Eq.(5.63), reescreva-se esta equag¢do de uma forma mais com-

pacta:
1

a' = —5 (g”“’ + U“UV) (th)\;p — h)\p;y) ’U)\Up. (583)
Pode-se finalmente substituir as Egs.(5.82) na Eq.(5.83) e obtém-se a equagdo do movimento de
uma particula pontual de massa m num espago-tempo de fundo com métrica g'aﬁ, valida em primeira
ordem em m: Dl )
v v v cauda cauda A
=3 (g'"" + vtv )(Qh,j/\p — hSow )v VP, (5.84)
onde, como indicado na deducao da forma da Eq.(5.82), se utilizou a primeira identidade de Bianchi

para simplificar a expressao final.

5.7 Resultados e Conclusoes

Encontrada a equacdo do movimento que aparece da resolucdo das equacdes de Einstein de uma
forma consistente, pode-se fazer a sua aplicacdo no caso de um espago-tempo concreto. Todavia, as
equagobes encontradas, em geral, ndo sdo possiveis de resolver analiticamente, sendo necessaria a uti-
lizagdo de métodos numéricos até no caso relativamente simples de um buraco negro de Schwarzschild
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[21]. Pode-se no entanto, aplicar a Eq.(5.84) ao caso ainda mais simples, o caso em que a métrica de
fundo é a métrica de Minkowski num espago-tempo quadridimensional. Neste caso a Eq.(5.22) é dada
por

Ohe? = —167T.5). (5.85)

Em primeira ordem na perturbagao o tensor de energia-momento efetivo € dado simplesmente por
Tjﬁc = T'*8_ Podendo-se simplificar ainda mais a Eq.(5.85) notando que o tensor de energia-momento
da particula pontual é zero em qualquer ponto do espago-tempo a excegdo da posicao da particula.
Pode-se entéo escrever

Ohe? =0, (5.86)

que permite determinar a perturbagdo em qualquer ponto do espago-tempo que nao a posi¢éo da
particula.
Tomando o trago da Eq.(5.86) tira-se que (h”, = 0 portanto, na norma de Einstein o campo obedece
igualmente a
Oh? = 0. (5.87)

Resta ent&o resolver a equagéo das ondas acima. Faga-se entdo o ansatz que a solugdo da Eq.(5.87)
tem a forma
hoP = APexp (kya?), (5.88)

que representa uma onda plana.
Introduzindo a Eq.(5.88) na Eq.(5.87) tira-se que n"°k. k;h*? = 0, ou seja,

ke kY = 0, (5.89)

para que a Eq.(5.87) seja satisfeita.

Conclui-se entdo que a radiacao gravitacional emitida pela particula se propaga a velocidade da luz,
isto €, a propagagao de ondas gravitacionais é feita ao longo do cone de luz futuro com vértice na
posicao retardada da particula. Desta forma, tendo em conta a Eq.(5.84), em primeira ordem de teoria
de perturbacdes, a linha do mundo de uma particula que se move num espaco-tempo de fundo plano é
uma geodeésica.

Pode-se também entender que num espago-tempo de dimensao 4 a contribuicdo vinda do interior
do cone de luz, representada pelo bitensor V4 ,,, (x, z), é devida a curvatura do espago-tempo, dado
que, no caso curvatura nula, as ondas gravitacionais mantém a mesma forma propagando-se sempre
ao longo do cone de luz futuro da posigao retardada da particula.
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6 Conclusoes e Futuro

Neste trabalho estudaram-se os efeitos de auto-interagbes no movimento das particulas.

Na primeira parte desta tese fez-se uma digressao histérica da primeira tentativa de quantificar os
efeitos de auto-interacdo no movimento das particulas. Estudou-se a inclusdo destes efeitos na teoria
do eletromagnetismo de Maxwell, a qual revelou comportamentos incomportaveis com os dados experi-
mentais e violagao de principios fundamentais da fisica. As solugdes encontradas com pré-aceleragoes
e aceleracdes infinitas revelam grandes problemas na fisica classica que ainda hoje persistem sem re-
solugéo aparente.

Na segunda metade prossegue-se 0 estudo no caso do movimento de particulas com massa em
espacos-tempo curvos. Mostrou-se que é possivel separar as equacdes de campo de Einstein numa
equagao das ondas e numa condi¢cdo de gauge equivalente a conservagdo de energia-momento (cf.
Egs.(5.15) e (5.24)). Aliando esta separagédo a demonstragdo de que a conservagao de energia-
momento de uma particula pontual implica que a sua linha do mundo é sempre uma geodésica do
espaco-tempo total, conclui-se que é possivel linearizar as equacoes de Einstein, dissociando o pro-
blema de encontrar o campo criado por uma particula e a determinacao do seu movimento.

Os resultados encontrados permitiram regularizar o campo criado por uma particula pontual e en-
contrar em primeira ordem a equag¢do do movimento quando vista em termos do espago-tempo de
fundo.

Por fim, fez-se a aplicagdo dos resultados encontrados ao caso mais simples, uma particula num
espaco-tempo de fundo plano de dimenséo 4, concluindo-se que, em primeira ordem, a particula segue
uma geodésica no espaco-tempo, nao existindo efeitos corretivos de auto-interacdo ao movimento da
particula.

No caso geral de um espaco-tempo curvo com meétrica g,g a analise feita mostra que existem
corregdes ja em primeira ordem de teoria de perturbagbes ao movimento geodésico dos corpos (cf.
Eq.(5.84)). A importancia destas corre¢des nao foi, no entanto, estudada dada a complexidade das
equaglbes para o caso de uma métrica de fundo ndo plana. Serd no entanto, de esperar que quanto
maior a perturbagao induzida maior o efeito de self-force e maior o desvio ao movimento geodésico. A
verificacdo desta afirmacao teria profundo impacto na forma das ondas gravitacionais procuradas pelos
detetores, sendo imperativo calcular as corre¢des vindas da consideracao de auto-interacoes.

O tratamento feito no estudo da self-force de origem gravitacional, em que se considera uma particula
com massa que se move num espago-tempo de fundo, tal que a perturbagdo na curvatura induzida
pela presencga da particula € muito menor que a curvatura do espago-tempo de fundo, providencia um
enquadramento 6timo para o estudo do caso em que um pequeno objeto compacto de massa m -
tal como um buraco negro de uma algumas massas solares ou uma estrela de neutrdes - orbita um
buraco negro super-massivo, como 0s que se acredita existir no centro das galaxias, designando este
fenomeno Extreme Mass Ratio Inspiral (EMRI). Este fendbmeno representa umas das principais fontes
de ondas gravitacionais e dai a grande importancia na sua compreensao.

Fazendo uso da Eq.(5.84), Leor Barack e Norichika Sago conseguiram calcular, numericamente, em
primeira ordem de teoria de perturbagdes, os efeitos de self-force de origem gravitacional no caso do
espaco-tempo de fundo ser Schwarzschild [1, 2], isto € no caso de um campo gravitacional criado
por uma massa M, esfericamente simétrica e estatica. Entre outros resultados, estes demonstraram
que, da consideragao de efeitos de self-force, a variagédo do raio da érbita circular estavel mais interior
(ISCO) é dada por Ar;sco = —3,269m, na gauge considerada no capitulo 5 (cf. Eq.(5.15)), ou seja, a
ISCO é mais interior, como seria de esperar; foi também possivel calcular a relagdo entre a variagédo da
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frequéncia azimutal da ISCO com a frequéncia esperada sem considerar efeitos de self-force, tal que:

Aisco _ 4870 m/M,
Qisco

sendo esta quantidade invariante de gauge. Note-se portanto, que a frequéncia da ISCO aumenta
por consideracao do efeito de self-force de origem gravitacional.

Um célculo mais realista e de maior utilidade na procura de ondas gravitacionais sera o calculo de
considerar EMRIs com rotagéo, portanto, o corpo massivo ser um buraco negro de Kerr. Desenvol-
vimentos tém sido feitos nesse sentido [66, 68], utilizando para tal varias técnicas de aproximagao
comummente utilizadas em Relatividade Geral de modo a calcular nas varias zonas de interesse a
trajetdria das particulas. A resolucdo deste problema permitird construir modelos realistas de EMRIs
e assim providenciar as formas de onda das ondas gravitacionais emitidas por tais sistemas, as quais
poderiam ser utilizadas por futuros detetores extraterrestres, como o LISA, ou detetores terrestres mais
avancados que os utilizados hoje em dia.

Outro calculo que seria interessante seria verificar como depende o efeito de self-force da dimensao
do espago-tempo considerado, dado que é sabido que o principio de Huygens néo € valido no caso de
dimensdes espaciais pares (ver e.g. Ref.[67]), sera entdo de esperar corregdes maiores ao movimento
geodésico e uma possibilidade de estudar a existéncia de dimensoes extra.
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A Calculo dos Campos Elétrico e Magnético Retardados

Encontradas as expressdes para os potenciais de Liénard-Wiechert:

pFEH = 1

A (r=7-5) (A1)

o’ (A.2)

No entanto, a diferenciacdo nao é direta pois as derivadas presentes na Eq.(A.2) sao relativas a
quantidades medidas no ponto de campo enquanto as expressdes para os potenciais dependem ex-
plicitamente de quantidades medidas no ponto retardado da particula. Tém entdo que se relacionar a
variagdo do ponto de campo com a variagao da posicao e tempo retardado da particula.

Comece-se por calcular o gradiente do potencial escalar

qc 1

Ameg (cr — 7 0)°

Vop=— V (cr—7- 7). (A.3)
Tendo em conta a relagédo r = ¢ (t — ¢,.) tira-se
Vr = —cVt,. (A.4)

De modo a calcular o segundo termo é util expandir na forma

V(- 0) = V)i+ (0 V)F+Fx (Vx¥)+7x (V). (A.5)

Pode-se assim avaliar termo a termo da Eq.(A.5). O primeiro termo vem entao

B R R N
(r-V)’U—(Tmax'i‘rya(y‘f'rzaz/)z)(t’r)_

00O 0T 05O, (A.6)
“ o 0r Yo, oy ot 02
—G(F-Vt,),

onde @ = ¥ é a aceleragéo da particula no tempo retardado.
Como
(U-V)r=(W-V)r—(v-V)

g

: (A7)

onde  representa o vetor posicao retardada da particula e 7 a posigao do ponto de campo, tira-se

B O N R A VN
(U.V)r—(vmam+Uzay+vzaz>(a:x+yy+zz)— Ag)
=0+ v,9+v,2 =1,
e
(T- V)W =0(7- Vt,), (A.9)



deduzido da mesma forma que a Eq.(A.3).
Continuando, o terceiro termo da Eq.(A.5) é dado por

Y % i — ov, B Ovy \ .. n Oy B ov, \ . vy B Ovy, B

v=\ay " a: ) e T e )V e T ey )t T
[ Ov, Ot, B Ovy Oty \ n Ov, Ot (%Z ot,
“\ot, oy ot 92 ) "\, 9z o, ox
= —a x Vit,.

Por fim,
VXxr=Vx7—V xw,

mas 7 (t,.) = o (t,), logo
V x W = -9 x Vt,,

tal como na Eq.(A.10). EV x # = 0.
Juntando todos estes resultados a Eq.(A.5) pode ser escrita como

V({F-v)=a Vit,)+7—00-Vt,) —Fx (@x Vt,) +0x (vx Vt,) =
=i+ (F-d—v?) Vt,,

onde, na simplificagdo, se utilizou a identidade do triplo produto externo: A x (B x C) =

C(A-B).
Utilizando os resultados das Eqgs.(A.4) e (A.13) tira-se

qc 1

47 (re—7- )’

[T+ (¢ —v* 47 @) Vig] .

Para concluir, é necessario calcular Vt,.. Tendo em conta (A.4) e expandindo Vr

1
—thT:Vr:V( F-F): V(77 =
WF-T (

=—[F-V)F+7rx (Vx7)].

No entanto,

enquanto das Eqgs.(A.11) e (A.12) se tira

Assim,

Logo

Juntando todos estes resultados na Eq.(A.14) tira-se

1 qc

Vo = s [(re—7-0) 75— (2 —v*+7-a)7].

dmeo (re — 7 1)

S
—

vy Oty 6% ot \ ,
8t or ot oy ) °

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

B(A-C) —

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

De modo a encontrar o campo elétrico € ainda necessario encontrar a derivada temporal do potencial
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vetor. Assim,

ot, 0 r 1 Or Ot, 1 or ] ot,
— == -|=1-- 1+ - — = :
ot ot { c} cot, ot < [ catJ ot b (A-21)
calculando a derivada dentro dos parénteses:
1 Or 10 =\ _ 1 a . .
o = oo (VT == 00 =
S S (A.22)
__lor o v
T oerdt,  er’
tira-se .21 o8 ot
v-r . . cr
1— — r =1 r — . A2
[ cr] ot ®8t cr—uv-r (A-23)
O resultado da Eq(A.23) permite escrever
0A A dtg o A
TR T T T (A-24)
Introduzindo um novo vetor
U= ct— 7, (A.25)
Obtém-se, utilizando os resultados anteriores,
04 _ q r 0 [ 7] _
ot 7471'&'0?'178&3 r-a a (A26)

qc 1 r. . rvf. _ rJ .
= -(r-ud)a— —|UV-U+2c— —F-a .
47780(?-17)3{6( ) C( - r >}

Substituindo os resultados das Eqgs.(A.20) e (A.26) encontra-se finalmente a expressao para o campo
elétrico:
7= q r 2 N = o (e o
E(ft)= ———=|(cc—v)U+rx (uxad). A.27
Pode-se agora completar encontrando uma expressao para o campo magnético. Para tal é necessario
encontrar ) )
VxA:CTVx(¢ﬁ):c—2[¢(VxU)—ﬁx(V¢)]. (A.28)

O rotacional V x ¥ é dado pela Eq.(A.10) e V¢ pela Eq.(A.20). Assim

" 1 1
VxA=—- 4 ——r
c 4meg (V- )

i . (A.29)

A relagéo entre parénteses retos na Eq.(A.27) pode ser reescrita como (c¢? — v?) 4+ (F- @) @ — (F- @) @,
obtendo-se entdo uma expressao muito semelhante a expresséo entre parénteses na Eq.(A.29). No-
tando que o produto externo de ¥ com  é nulo pode-se substituir na Eq.(A.29) ¢ por —« sem qualquer
perda de generalidade. Dessa forma

P x E (7). (A.30)
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B Regra de Synge

Apresenta-se em anexo a demonstracdo da regra de Synge utilizada no célculo dos limites de coinci-
déncia das derivadas da fungao de Synge.

Seja x e =/, com z € N (z'), dois pontos ligados por uma geodésica 3 descrita pelas relagdes 2# (\),
onde \ é um parédmetro afim que varia entre \g e A1, tal que z (Ag) := 2’ e z (A1) = z; e th = dz//dA
representa o vetor tangente a geodésica.

Considere-se um bitensor arbitrario Q45 (z,2’), onde A = «...0 representa qualquer nimero de
indices relativos ao ponto x e B’ = +'...5’ representa qualquer nimero de indices relativos ao ponto
2’. Introduzem-se ainda dois vetores : PM (2) e Q¥ (z), definidos ao longo da geodésica 3 , onde M
contém o mesmo numero de indices que A e N contém o mesmo numero de indices que B’. Estes
tensores séo arbitrarios mas, sem perda de generalidade, assumem-se transportados paralelamente a
geodésica 3, tal que: PAt> =0 ,em z e QZ,t* =0, em '. Por fim, define-se o biescalar

H (z,2') = Qup (z,2') P4 (2) QF (/). (B.1)

Especificada a geodésica que liga = a 2’ pode-se considerar H como sendo uma funcdo de )y e \;. Se
A1 ndo for muito maior que )\q, isto &, se 0 ponto x estiver numa vizinhanga suficientemente pequena
de 2/, pode-se expandir H (A1, \g) como

H (A, Ao) = H (Mo, Ao) + (A1 — Xo) g—i - +0(ANY), (B.2)
onde Al =\ — \g.
Da mesma forma, a expansao pode ser feita como
H (A, o) =H (M, A1) — (A — Xo) Z—fo . +0 (AN?). (B.3)
As Egs.(B.2) e (B.3) implicam entao
L H (o) = S . o . (B.4)

dado que o lado esquerdo € o limite de [H (A1, A1) — H (Ao, Ao) / (A1 — Ao)] quando A\ — Ag. A derivada
parcial de H em ordem a )\, é igual a Qap/.o/t* PAQP e no limite [Qap.o/]t* PAQP'. Da mesma
forma, a derivada parcial de H em ordem a \; é igual a Q4p/..t* PAQ” e no limite [ p:.4] t* PA' QP

Por outro lado da Eq.(B.1)
H (Ao, o) = [Q2ap] PY QY (B.5)

tomando a derivada em ordem a A\ obtém-se
Q] t PYQP (B.6)
Juntando estes resultados na Eq.(B.4) obtém-se
{19457 ],00 = [Qamiar] = [Qapal 1 PAQY =0, (B.7)

ou seja,
[QAB’LQI = [QAB’;a’] + [QAB,;Q] ) (Bs)
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dado que os tensores PM, QV e a diregdo de 3 sdo arbitrarios, encontrando-se a regra de Synge.

C Transporte de Fermi-Walker

Comece-se por introduzir o conceito de transporte de Fermi-Walker.

Considere-se uma particula que se move no espaco-tempo com linha do mundo ~, uma curva do tipo
tempo descrita por relagdes z* (1), cujo vetor tangente é dado por v* = dz*/dr e 0 seu vetor aceleragéo
dado por a* = Dv* /dr.

Por definicéo, o referencial proprio Sy, da particula é tal que o eixo temporal esta alinhado segundo
v*. So(rp) € definido ainda por mais trés vetores do tipo espago ortogonais entre si definidos sobre a
hipersuperficie normal a v*. Estas quatro direcdes definem uma base cujos quadrivetores sdo dados
por e, em que o indice a = 0, 1, 2, 3 identifica cada um dos quadrivetores da base; estes sao tais que:

ey = oM, (C.1)
guuege(lj = TNab- (C2)

Se a particula se move com velocidade constante o seu referencial proprio Sy(,,) mantém-se inal-
terado; desta forma a base definida ndo é alterada ao longo de ~. Por outro lado, no caso de haver
aceleragdo o referencial préprio da particula varia de ponto para ponto. E necessario entdo indicar
COMO Se COoNstroi Sy (-, +5r5) @ partir de Sy(,).

A regra de transformacéao tem que ser tal que as Egs.(C.1) e (C.2) sejam vélidas em qualquer instante.
Por outro lado, a transformacgéo tem que ser apenas um boost de Lorentz infinitesimal com velocidade
5 = dp (1) dr, ndo se contabilizando rotagbes espaciais de Sy(-,15r5) €M relagéo a Sy(,,). Mostre-se
entdo que estas imposicdes sdo verificadas se os vetores da base verificam a seguinte equacao ao
longo da linha do mundo:

Det!
dr

A Eq.(C.3) é consistente com a Eq.(C.1) pois leva a identidade Dv* /dr = a*, onde se utilizou o facto
de que a quadrivelocidade é ortogonal a quadriaceleracao.

Por outro lado, quaisquer vetores que verifiguem a Eq.(C.3) mantém o produto escalar inalterado ao

longo da linha do mundo da particula:

= (v'a, —atv,)e; ,i=0,1,2,3. (C.3)

D D D D
N A/LBV — ,— A/LBD :B - A[L A,jf Bz/ —
— (guA"B") = g (A'BY) = B, — (A") + 4, — (B") 4

= (vu, — ayu,) (BHAY + A'B") =0,

onde na ultima igualdade se considerou que a contracdo de um tensor simétrico com um tensor

antisimétrico é nula. Desta forma a Eq.(C.2) também é verificada.
Dado que os quadrivetores do tipo espaco que constituem a base sdo ortogonais a quadrivelocidade
pode-se escrever _
De!

dr
No referencial préprio Sy(.,) tem-se: a* = (0,do), v* = ¢f = (1,0,0,0) e e, = (0,é,). Assim, a
Eq.(C.5) pode-se escrever como:

=vla,e?, a=1,2,3 (C.5)

Aed = ag - 6. AT = - &q, (C.6)

que nao é mais que um boost de Lorentz infinitesimal com velocidade B = apAr.
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A Eq.(C.3) pode ser escrita para um qualquer vetor:

Dut
dr

= (v*a, — a’v,) u”. (C.7)

A Eq.(C.7) define o chamado Transporte de Fermi-Walker de um quadrivetor ao longo da linha do
mundo de uma particula. Se a quadriaceleragéo da particula for nula recupera-se o transporte paralelo,
ou seja, a linha do mundo da particula passa a ser uma geodésica. No caso de existir aceleragdo o
Transporte de Fermi-Walker indica como os vetores se transformam ao longo da linha do mundo da
particula.
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